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复合 算 子 的 研究 是 解析 函数 论 和 算 子 理论 结合 的 产物 . 复合 
算 子 的 研究 是 利用 经 典 解析 函数 论 中 的 结论 探讨 线性 算 子 理论 中 
的 一 些 最 基本 的 问题 ,同时 也 利用 算 子 理 论 作 为 工具 研究 函数 论 
R a A ATIR ENERGEAR TE 
以 新 的 方法 ,给 证 函 分 析 增 添 了 一 类 十 分 有 趣 的 具体 算 子 , 复合 
算是 函数 间 的 一 一 种 基本 运算 ,~ 个 固定 的 函数 与 其 个 函数 空间 上 
的 函数 复合 作 为 该 空间 上 的 一 线性 算 子 进行 研究 则 是 不 久 的 事 
情 , 这 可 追溯 到 本 世纪 60 E E. Nordgren 的 工作 . 近 30 年 来 , 关 
于 复合 算 子 的 研究 引起 了 许多 数学 家 的 注意 ,大 量 非常 深刻 的 结 
果 不 断 涌现 ,常常 出 现 多 篇 文章 从 各 种 角度 研究 复合 算 子 的 同一 
个 问题 的 情况 . 而 具 , 许 多 有 趣 又 十 分 基本 的 问题 还 未 得 到 解决 ， 
新 的 研究 课题 则 不 断 提 出 . 复合 算 子 涉及 许多 领域 上 且 在 各 种 问题 
中 自然 地 出 现 . 它们 出 现在 乘法 算 子 和 更 一 般 算 子 的 交换 子 的 研 
究 中 ， 在 动力 系统 理论 中 也 起 着 重要 作用 ; De Branges 关于 
Bieberbach 猜想 的 证 明 就 是 依赖 于 解析 函数 空间 上 的 复合 算 子 ， 
记 历 变换 有 时 看 作为 导致 复合 算 子 , 随 着 关于 复合 算 子 的 专著 的 
出 现 (J. H. Shapiro; R. K. Singh 和 J. S. Manhas ( 1993); C. C. 
Cowen 和 B. D. MacCluer(1995)) ,该 领域 的 研究 正 日 趋 深 入 ， 

复合 算 子 的 研究 之 所 以 引起 众多 数学 工作 者 的 兴趣 , 除 其 有 
着 极其 广泛 的 应 用 外 ， 它 的 另 一 个 诱 人 的 特点 是 所 需 的 预备 知识 
不 是 很 多 . 在 本 书 中 ,我们 介绍 复合 算 子 的 基本 理论 及 构成 此 理论 
的 基本 结果 . 本 书 适合 于 研究 生 或 学 过 复 分 析 、 实 分 析 和 汇 函 分 析 
课程 的 数学 系 高 年 级 学 生 , 也 可 供 函 数论 和 算 子 理论 工作 者 参考 . 
虽然 , 书 中 的 大 多 数 关于 复合 算 子 的 材料 都 是 近 些 年 的 结果 ,由 于 
复合 算 子 的 研究 还 处 在 发 展 中 ,我 们 不 打算 将 本 书写 成 为 所 有 成 


sij» 


果 的 汇集 - 这 是 一 本 关于 在 经 典 空间 中 研究 解析 函数 的 复合 运算 
而 产生 的 具体 算 子 理论 的 书 , 特 别 是 研究 复合 算 子 C* 的 性 质 与 其 
符号 映射 的 性 质 之 间 的 关系 :主要 是 以 函 教 8 的 几何 和 解析 特 
| 征 描述 复合 算 子 Cy 的 范 数 .有 界 性 、. 紧 性 . 谱 .Schatten 类 等 算 子 
特征 . 从 正常 算 子 的 谱 定理 引发 的 乘法 算 子 理论 已 取得 较 快 的 发 
展 , 并 派生 出 Toeplitz 算 子 .Hankel 算 子 .次 正常 算 子 等 算 子 类 , 我 
们 相信 复合 算 子 的 深入 研究 必 将 推动 算 子 理论 的 发 展 , 因 为 它 植 
根 于 广泛 的 应 用 之 中 , 遍历 理论 与 L, 空间 上 的 复合 算 子 密切 相 
关 , 而 空间 L, 不 是 解析 的 ,由 于 在 非 解析 空间 L 中 ,复合 算 子 的 
研究 方法 似乎 与 解析 空间 上 的 有 很 大 的 差异 ,我 们 在 本 书 中 不 准 
备 讨论 非 解析 空间 上 的 复合 算 子 , 近年 来 , 复 动力 系统 ,特别 是 复 
平面 上 的 有 理 函 数 的 迭代 理论 等 引起 了 广泛 的 兴趣 . 在 本 书 中 ,我 
们 一 般 不 接触 这 些 方面 :它们 强调 的 是 选 代 产 生 混 沌 的 集合 ,我 们 
的 复合 算 子 的 研究 则 强调 的 是 那些 尖 代 是 正则 的 区 域 . 

全 书 共 分 五 章 . 第 一 章 介绍 Hilbert 空间 上 算 子 的 一 般 理 论 . 
简单 地 引进 一 些 基本 概念 和 性 质 , 对 谤 函 分 析 基 础 教程 中 不 详细 
介绍 的 紧 算 子 的 典 则 分 解 .Fredholm 算 子 和 Schatten 类 算 子 的 基 
本 性 质 作 了 较 详细 的 讨论 ,以 此 作为 本 书展 开 的 有 关 算 子 理论 方 
面 的 基础 知识 的 补充 . 第 二 章 涉及 单位 圆 盘 上 的 解析 函数 论 . 介绍 
单位 圆 盘 上 的 解析 自 映 射 的 渤 代 性 质 .不 动 点 及 角 导 数 等 概念 ， 
Schroder 函数 方程 的 进一步 讨论 为 本 书 的 复合 算 子 的 谱 ( 特 别 是 
特征 值 ) 的 研究 作 了 函数 论 方面 的 必要 准备 ;Nevanlinna 计数 函数 
被 Shapiro 用 来 刻画 Bergman 空间 上 的 复合 算 子 的 本 性 谱 和 紧 
性 ,我 们 对 来 自 值 分 布 理 论 的 Nevanlinna 计数 函数 及 其 有 关 性 质 
作 了 较 系 统 的 讨论 . 第 三 章 侧重 于 研究 经 典 的 Hardy 空间 上 的 复 
合算 子 . 从 Littlewood 从 属 原理 可 知 H 上 复合 算 子 是 有 界 的 . 
H 空间 上 的 复合 算 子 C, 与 函数 的 不 动 点 、 角 导数 和 9p 的 计数 
函数 有 着 密切 的 联系 . 在 本 章 中 ,我 们 给 出 Schatten 类 复合 算 子 的 
计数 函数 特征 和 Carleson 测度 特征 ,并 给 出 了 不 在 Schatten p- 类 
的 复合 算 子 的 例子 . 第 四 章 将 第 三 童 的 结果 推广 到 加 权 Hardy 空 


ei. 


fel #7°(8) E, Ti Hardy 空间 .Diriehlet 空间 和 Bergman 空间 都 是 加 
以 特殊 权 函 数 的 加 权 Hardy 空间 . 在 第 五 章 中 , 主要 讨论 复合 算 
子 的 谱 . 对 于 紧 复合 算 子 , 其 谱 集 已 完全 描述 清楚 ,对 于 一 般 的 复 
合算 子 , 其 谱 比 较 复杂 ,我 们 按 9 的 Denjoy-Wolff 不 动 点 的 分 布 情 
形 ,分 别 进行 讨论 , 虽然 ,我 们 仅 选取 复合 算 子 理论 中 最 有 兴趣 且 
最 成 熟 的 部 分 作为 本 书 的 内 容 , 为 方便 读者 进一步 研究 参阅 ,在 书 
的 最 后 给 出 了 复合 算 子 理论 研究 的 主要 参考 文献 . 

本 书 的 写作 , 曾 得 到 复旦 大 学 数学 系 严 绍 宗教 授 、 陈 晓 视 教授 
的 敲 励 与 支持 ,他 们 对 本 书 的 初稿 握 出 了 许多 有 价值 的 意见 , 日 本 
工业 大 学 的 Shuichi Ohno 博士 . 爱 智 教育 大 学 的 浦 田 明 夫 (Toshio 
Urata) 教 授 及 Shinshu 大 学 的 高 木 自 行 (Hiroyuki Takagi) $ t tt, 
曾 给 我 许多 帮助 CREWE. 在 本 书 的 出 版 过 程 中 ,得 到 浙江 
省 重点 学 科 基 金 ,浙江 师范 大 学 重点 学 科 基 金 和 出 版 基金 的 资助 ， 
这 里 深 表 感谢 . 

由 于 水 平 有 限 , 特 别 是 由 于 本 书 只 是 介绍 复合 算 子 理论 最 基 
本 的 知识 和 成 果 , 所 收集 的 文献 也 不 够 齐全 ,缺陷 及 不 足 之 处 在 所 
难免 , 敬 请 读者 批评 指正 . 
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第 一 章 Hilbert 空间 上 算 子 的 一 般 理 论 


Hilbert 空间 上 的 算 子 理论 有 着 极其 丰富 的 内 容 . 复合 算 子 作 
为 一 种 特殊 类 型 的 算 子 ,涉及 一 般 算 子 理论 的 方方面面 ,但 当前 这 
方面 的 研究 工作 绝 大 多 数 是 涉及 算 子 的 分 类 和 谱 分 析 等 领域 . 本 
章 介绍 的 算 子 理论 基本 知识 仅 为 满足 本 书 内 容 床 开 的 需要 . 由 于 
国内 已 有 许多 优秀 的 泛 函 分 析 与 算 子 理论 的 教材 和 专著 ,我 们 候 
设 读者 对 证 函 分 析 与 算 子 理论 已 有 初步 了 解 , 故 对 一 些 最 基本 的 
内 容 只 述 不 证 . 而 对 一 些 不 常见 的 算 子 类 (例如 Schatten 类 算 子 )， 
则 加 以 详细 的 阐述 ， 


$1.1 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 


Banach ZHK Banach 空间 上 的 算 子 理论 是 泛 函 分 析 中 最 
基础 的 内 容 , 本 节 介 绍 它们 的 基本 概念 和 基本 理论 ,并 熟悉 一 些 基 
本 的 例子 。 


11.1 Banach 空间 及 其 共 斩 空间 


设 王 为 复线 性 空间 ,如 果 在 和 上 定义 了 非 抽 郴 数 ‖| + |) , 满 
足下 列 公理 ， 

(1) 对 任意 xz,y€EX, latyll<ilcl+iyls 

| DUER EX EEY aH |l arll 一 lel fxs 

(3) |] || =0 当 且 仅 当 一 08 

OWE {z.} X BBY Cauchy 序列 ( 芭 当 n,m 一 02 村 ， 
| zx. 一 zx; 一 0), 则 存在 rE X fE, lim || zx, 一 + 中 二 0， 
Mpk X A Banach 空间 ， 

Ri + | KA X LHR. BR da y= | x 一 y ll 导出 


1. 


无 上 的 距离 .和 上 由 距离 2 导出 的 拓扑 称 为 范 数 拓扑 . 条 件 (4) 说 
明基 在 此 范 数 拓扑 意义 下 是 完备 的 . 称 满足 条 件 (1),(2) 和 (3) 的 
线性 空间 为 线性 赋 范 空间 . 于 是 ,Banach 空间 即 为 完备 的 线性 赋 
范 空间 . 

设 F 为 区 上 的 复线 性 函数 ,如 果 存 在 正常 数 C, 使 得 对 一 切 x 
EX, 

IFD SC| rl, 

MAF AX FARRER RH. AAW mR F AXC 是 线性 
ome FAHY Bs FRX EARNER. 

id Banach 空间 和 LBA ARES BSA X* , 则 及“ 按 通 
BAH ME ABR ARES. FEX id 

| F | = sup{{FCz)|; [lz |) <1} 


= sup{|F(z)|: | zl = 1), 
称 |‖ 忆 | 为 线性 泛 函 的 范 数 , 且 易 知 尺 有 界 当 且 仅 当 | 五 上 <. 
TAEI 为 线性 空间 X EER. MACK", || + ||) Banach 


空间 . 我 们 称 此 空间 为 下 ASE He SIT. 
例 1.1.1 设 4 为 集合 人 上 的 so- 有 限 测度 .对 于 1 万 p< 之 oo 及 
如 上 的 复 值 可 测 范 数 Sic 
Wf = [f for o, 
P(A, dy) = {Ff il Fls <= o,f E A EIM, 
I f || = esssup{ | f(z) lx € A}, 

. L” (人 ,dp 一 (fs Il Fla < co, f Æ Q Enya). 
众所周知 , 当 Sport, L” (0d) 4 ERR PF RA Banach 
空间 , 而 且 ,如 果 1S poo, FF = 1, BAL, dy)’ = 
Od). 这 里 的 相等 是 在 等 距 辣 构 意 义 下 而 言 的 . 即 :对 每 个 

Ff) = | fo da), f € Ad 
导出 一 个 上 ?C0,dy)y 上 的 有 界线 性 汉 消 ,反之 ;LACDN,dy) 上 的 和 任 一 


“2 。 


ARES mF aA TEME — H gE Lda ,使 得 下 = 丈 ，, 而 且 
IF i=iell.. 

例 1.1.2 iAH% Hausdorff MiZ ECER 上 一 
切 连 续 复 值 应 数组 成 的 集合 ,对 SECU), it 

| fil = sup{|f lr)| ;x € N}, 

W COD) 按 该 范 数 成 为 Banach 空间 ， 

记 介 上 的 一 切 有 限 正 则 复 Borel 测度 组 成 的 集合 为 MMD, 
则 对 每 个 x€E MQ), 


Ff) = | f@dun, FECA 


EXT CGO9) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 反之 ,CCO) 上 的 任 一 有 界线 
性 泛 散 下 ,都 存在 唯一 的 xE MOO), (ER F= FP, IF |} = 
IAD = || ge Il. MUDIR R || || BM Banach 空间 ,而 且 在 等 
PREM FCW) =M). 

如 果 如 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,那么 口上 的 连续 函数 未 必 
EALAR. EU GUDER 上 全 体 可 用 口上 的 有 紧 支 集 的 连 
续 函 数 一 致 逼近 的 连续 函数 ,Ce(9) 按 上 和 确 界 范 数 成 为 Banach 空 
间 ,而 且 CD) 的 共 罗 空间 也 为 M(0). 

上 述 空间 的 对 偶 性 质 通常 称 为 Riesz( 或 Riesz-Markov) 表 示 
EH. 关于 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 另 一 个 Riez BRE 
理 将 在 下 一 节 讨 论 ， 


1.1.2 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 及 其 共生 算 子 


AX MY H Banach 空间 ,T:X->Y 为 线性 算 子 . 如 果 存 在 正 
RHC ,使 得 对 一 切 rex F 
| kT SChæil, 
WHT AX SY 中 的 有 界线 性 算 子 . 若 记 
| F | = supi (Tz: ile) <1} 
= sup{ || Tz j: izl =1}, 
WAITI 为 算 子 的 范 数 . 根据 个 的 线性 性 ,容易 证 明 :7 有 界 


fe 


HEARE T ik X AY HERE REAM ORSAY 
(TH <. 

| 在 Banach 空间 理论 中 ;通常 认为 开 上 映射 定理 , 闭 图 像 定理 ， 
Hahn-Banach 延 拓 定理 和 一 致 育 界 原理 (或 Banach-Steinhaus 定 
理 ) 是 最 基本 的 定理 ,我 们 列举 如 下 : 

开 映 射 定理 : 设 了 为 Banach 空间 和 到 Banach 空间 了 的 有 界 
REAT MEA TX=Y, NT AFMA. (由 此 立即 可 得 逆 算 子 定 
理 ; 若 了 为 Banach 空间 区 到 另 一 个 Banach 空间 Y 上 的 有 界线 性 
算 子 , 则 其 逆 算 子 存在 且 有 界 }. 

闭 图 像 定理 : 设 T:X—>Y 为 Banach 空间 X A| Banach 空间 了 
中 的 线性 算 子 , 且 工 的 图 象 {(z,Tz)y:zEX)} 为 和 XY 中 的 闭 集 ， 
HZ TEARM. 

Hahn-Banach 延 拓 定 理 ; 如 果 尸 为 七 的 闭 子 空间 上 的 有 界线 
HEZA ;下 RERA X ERA RATEZE. (由 此 定理 可 
知 ; 任 意 Banach 空间 上 都 存在 大 量 的 有 界线 性 汉 函 ). 

一 致 有 界 原 理 ( 或 共鸣 定理 ) : 设 {F.},es 为 Banach Z0) X Bl 
Banach 空间 了 中 的 一 族 线性 算 子 ,而 且 对 每 个 xz EXX， 
sup{ || Faz || :a€ A}<o0, 那 么 sup{ fl Fa a€E A} oo, 

eX ALY A Banach Sh] .7T:X+Y 为 有 界线 性 算 子 ,由 了 按 
如 下 方式 可 得 男 一 算 子 了 : 

T’ (F)x = F(Txr), tre X, FEY’, 
1 是 YY 到 二 "中 的 线性 算 子 . ASBIET REAR. ALT | 
=| |T|. RMT AT HHMAF. 

一 般 人 情形 下 ,要 求 出 一 个 有 界线 性 算 子 的 共 轿 算 子 并 非 易 事 . 
我 们 仅 举 一 例 示 范 . 

例 1.1.3 设 (0,dp) 为 a- 有 限 测度 空间 ,1 各 p 之 0, 又 设 
Glz,y) 是 X09 上 定义 的 复 值 可 测 洒 数 , 了 为 由 下 式 定义 的 算 
子 ， . 


TI) = | GDF). 


WETH LOOR LC0,dp) 的 有 界线 性 算 子 ,那么 工 *， 
LAdA do| ater} 由 下 式 给 出 ; 


T* f(z) = f COIS duo). 


MRF} soCX H X LAPA RREZ A, iki a gigu 
RF 已, 则 必须 是 “点 点 收敛” 的 , 即 对 任意 zEX， 

| lim F(z) = F(z). 
下 面 的 例子 说 明 , 上 友之 不 然 . 

例 1.1.4 RM REZ, FEL(Z*D,SLN=fHOBA LE 
(E D TM AMER RE Z*, j Le | =1. 显然 ,对 任意 FE 
PZ), 

limta Cf) = 0. 
TELIAS F 0, 但 是 对 每 个 &EE(Z+) Il Le =1, 8 
(Lilo ARBOUR 0. 

FCAT Sa, XA Th. A a OX “中 的 范 
数 拓扑 . 即 对 一 个 序列 而 言 ,和 逐 点 收 敏 要 比 依 荡 数 收敛 容易 . 因为 ， 
逐 点 收敛 概念 是 最 为 自然 的 收 伍 概念 ,不 难 想像 这 种 收 伍 在 
Banach 空间 的 研究 中 有 较 大 的 作用 . 事实 也 正 是 如 此 . 为 此 , 先 回 
顾 弱 拓 扑 的 一 些 有 关 概 念 ， 

Üt X H Banach 空间 ,{X.:aE ACX HX HH— PPM, oe 
HER FEX SRF), PREX PRA. 显 
R AR FEE LU Bh EB Wk 

如果 Banach 空间 了 为 另 一 Banach 空间 X pajti, B Y 
=X*, 则 在 Y 上 可 定义 另 一 个 有 用 的 拓扑 ; 设 {,) CX" 为 一 个 
网 . MERET eX, AR Poe) WS OBR UE Xo gg 
ak CBE W * - ii Be). 

由 于 XOX, He BY RS le Bh DES KA SU a 
的 拓扑 称 为 弱 * 拓扑 (或 奴 " 拓 扑 )， 

KFS HTH Aog 定理 在 泛 函 分 析 中 有 着 十 分 重要 的 


fe 


地 位 . 

Alaoglu 定理 ,Banach 空间 X* Py PA ERLE W 拓扑 下 是 
紧 的 ， 

商 空间 的 概念 在 泛 函 分 析 中 十 分 重要 . 设 X 为 Banach 空间 ， 
Xo H X AAS A. 于 是 可 按 下 述 规则 确定 一 个 等 价 关系 :z 一 y 
当 且 仅 当 z 一 yE Xo X/X 表示 由 此 等 价 关系 确定 的 陪 集 空 
间 , 那 么 XX/X。 也 是 复 向 量 空间 . 而 且 , 若 在 X/X. 中 定义 范 数 ， 

lot Xll = inf{ ly ll :zr yE Xt, 

WF] RA Banach 空间 ,并 称 之 为 由 XX。 导出 的 商 空 间 . 

mE X M Y 49% Banach ZET: XY 为 有 界线 性 算 子 , 则 
KerTCX 4X WAFS. 如 果 T 为 满 射 ( 即 RanT 二 了 ), 则 由 开 
映射 定理 知 Y 与 X/ Kaeni. (这 里 说 的 等 价 是 指 存在 一 个 
X/(KerT) 4 Y 上 一 对 一 的 有 界线 性 算 子 , ) 


§1.2 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 


1.2.1 Hilbert 空间 的 基本 性 质 


设 已 为 复 向 量 空间 , (z,y) 为 HXH LARR. MRR ETF 
列 条 件 : 

Dir y PETF r 线性 ,关于 y HORE 

(2) 对 任意 cE H, (ro) 20, Ater) =0 HALLS z=0; 

(3) 对 任意 ryyE H, (zry) =y), 
May A H ERAR REAR H RA ARE N. 由 内 积 可 
RSH LAM. 记 , 

Hall = (rx) , CH, 

则 五 按 此 范 数 成 为 赋 范 空间 . 如 果 内 积 空 间 五 按 内 积 导出 的 范 
ESE WR A OW Hilbert 空间 . 本 书 中 ,我 们 仅 处 理 可 分 
Hilbert 空间 . 

Hilbert 空间 最 基本 的 性 质 是 存在 规范 正 交 基 .对 于 x ye A, 


„e 


MR y) =0, WK. Fy BAH Ly mH || x |} =1, 则 称 
z 为 吾 中 的 单位 向 量 , 设 {e,} 为 五 中 的 一 序列 ,如 果 具 有 如 下 性 
质 : 
(1) {e.} FAZER; 
-DREE n | e ll =15 


RHE eH BME DY (ze), RH PRERANA 


于 x. 
MPR (e) H 的 一 组 规范 正 交 基 . 
易 证 : Me. }) 为 五 的 一 组 规范 正 交 基 , 那 么 对 一 切 xEH， 


ET 


Hilbert 空间 的 另 一 基本 性 质 是 Cauchy- Schwarz 不 等 式 ; 

Key] <ilziilyl, Gye H), 
Alia» l= l lll yl SARs — 一 是 另 一 个 的 常数 倍 ， 

Hilbert 空间 H LAS REE 有 着 简单 的 表示 , 如 果 y 

CH,4 

F(z) = {x,y}, (z€ A) 
由 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 知 ,FF, 是 如 上 的 有 界线 性 证 函 . 反之 ， 
如 果 至 为 豆 上 的 有 界线 性 泛 画 , 则 存在 唯一 的 yeH, eG P= 
Fy MAW Fi 一 中 yy 中 .这 结果 也 称 之 为 Riez 表示 定理 . 如 果 H 
为 Hilbert 空间 ,Riesz 表示 定理 可 简 述 为 H* =H. 


1.2.2 Hilbert 空间 上 算 子 的 基本 性 质 


由 Riesz 表示 定理 知 ,Hilbert 空间 H 上 的 有 界线 性 算 子 了 的 
ARATE H 上 的 有 界 算 子 . 事实 上 ,人 和 了 "由 下 式 相 关联 ; 
Try) 一 (Toy EH. 
ERARE A T HRATT HEL HETAT HREF 
HT. 
对 于 Hilbert 空间 H 上 的 两 个 有 界线 性 算 子 下 和 3, 可 定义 


7. 


其 乘法 .加 法 和 数 乘 分 别 为 

(TS)(2)=T(Sz), 

(T+S)(2)=Tzt+Sz, 

(aT r=a(Tr), rE H,a€C. 
如 果 记 LUDA 百 上 一 切 有 界线 竹 算 子 组 成 的 集 台 , 则 在 上 述 运 
” 算 下 , 工 (B) 成 为 一 个 复 代数 . 如 果 以 算 子 范 数 作为 范 数 ,L( 琶 ) 按 
上 述 代 数 运 算 成 为 Banach 代数 . 

MET =T RIET H H LARA. 由 于 这 时 对 一 
切 xEH， 
(Tx, x)= (#,T" 2) = lz, To= (T2352), 

#4 T HARA ER CAT KERRI 
R124 TH AHRAF RH. 

TE = sup | Trj: ix i] = 1}. 
特别 地 ,如果 对 任意 EH, ART) 20, MAT AEBS. B 
RERTE OUR AHA. 正如 正 实数 有 任意 正 数 次 窜 一 样 ,一 个 
EAP AER ERK RE. 对 正 整数 及 正 算 子 T, 存 在 唯一 的 
正 算 子 ( 表 示 为 7 了) 使 得 (T+ =T. MET WH LARS 
Ws) re HT Tro = (Tr, Tx) 20. FETT HERT. 
MPERT TT. 

. iT | = (F°T)2. 
(| 在 算 子 理论 中 起 着 重要 作用 ,借助 它 , 算 子 有 极 分 解 : 对 互 上 
的 任意 有 界线 性 算 子 了 ,存在 互 上 的 唯一 的 有 界 算 子 Y( 称 为 部 
分 等 距 算 子 ) 使 得 T=VT|, 且 对 一 切 x € (Ker) =Ran(T), 
vzl 一 上 zl ,对 一 切 zE KerT,Vz=0. 容易 知道 在 算 子 极 分 
解 T=VIT| 中 的 部 分 等 虐 算 子 V 还 满足 | 了 一 广 工 
假定 {e,} 和 {Coe} 是 五 的 两 组 正 交 基 ,我 们 可 按 如 下 方式 定义 
五 上 的 算 子 工 ; 


TI ya En )= ye av- 
容易 验证 了 为 五 上 的 一 对 一 县 到 上 的 线 | ERT. 若 记 


ET 


z = Siae., 
则 


Tr = Saa, 
于 是 有 
| Tx {| = Dy lanl? = lal, 

NT 为 等 距 算 子 . RK HAH FO SRT HOF. HAT 
是 满足 条 件 UU UU" =] 的 有 界线 性 算 子 U. 容易 证 明 ,于 上 
的 有 界线 性 算 子 U REKATIN U% H 中 的 正 交 基 映 成 另 
一 组 正 交 基 . 对 于 A 上 的 两 个 有 界 算 子 人 和 S, 如 果 存 在 西 算 子 
U 使 得 全 =U* SUMP T AS BSH. 算 子 的 许多 性质 在 西 变换 
下 保持 不 变 . 例如 : 算 子 的 自 共 轿 性 , 正 性 及 有 和 界 性 等 在 西 等 价 下 

都 是 不 变 的 人 性质 ， 
设 了 为 召 上 的 有 界线 性 算 子 , 如 果 满 足 了 " 信 =T7… , 则 称 工 
为 正常 算 子 , 显然 , 自 共 轿 算 子 和 酉 算 子 都 是 正常 算 子 . 但 并 非 所 
有 线性 算 子 都 是 正常 算 子 ,下 面 的 例子 说 明 这 一 点， 
A121 设 {es,) 为 五 的 正 交 基 ,S 为 如 下 定义 的 算 子 ， 
z Se, = 0, Se, = e, (n > 2). 
容易 验证 SS' 一 7, 而 S'S 有 一 维 核子 空间 . 于 是 $ 不 是 正常 算 
假设 为 及 上 的 有 田 线 性 算 子 ,如 打工 是 一 一 到 上 的 , 则 称 
7 是 可 逆 的 . 这 时 存在 唯一 的 迟 算 子 , 记 为 了 -1, 使 得 了 -! 工 一 
TT 一 了 根据 开 映 射 定理 ,T-: 也 是 有 界 的 ， 利用 算 子 的 可 逆 性 ， 
我 们 可 引进 谱 的 概念; 设 工 为 瑟 上 的 有 界线 性 算 子 , 记 
aT) = {à € DA — T RAM}, 
ATR ERR TA T Hi. ol 了 是 也 中 的 有 界 闭 集 ( 从 而 
BRB). 而 且 oT ABE OUD, TI 为 半径 的 财 圆 盘 
内 算 子 的 谱 包 含 算 子 人 的 许多 信息 . 在 大 多 数 情形 下 ， 要 求 出 
oT) 是 相当 困难 的 ,只 是 对 一 些 特殊 类 的 算 子 ,对 其 谱 有 一 些 较 
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好 的 了 解 . 对 于 正常 算 子 ,关于 谱 有 如 下 深刻 的 定理 : 设 了 为 五 
上 的 正常 算 子 ,f 为 a(T) 上 的 连续 函数 ,那么 存在 H 上 唯一 的 算 
子 STE FARE: 

(GD7CT) 线 性 地 依赖 于 f; 

(2) 如 果 f(x) 二 zz MA SMT; 

(2oeCf(T)) =f (al(T)). 
上 上 述 定理 有 时 称 之 为 谱 映 射 定理 . HI Bree MET 
是 正常 算 子 , 则 

(DT AA HBT BLS oT) ARE, 

(OT 为 正 算 子 当 且 仅 当 o(T) 为 非 负 实数 集 ; 

QT HBRFTY ALY oCT) 仅 由 么 模 复数 组 成 ; 

(OT 为 投影 (T 关 0 或 DATERA olT)= {0,1). 


$1.3 BATS Fredholm 算 子 


紧 算 子 是 无 限 维 Banach 空间 中 的 一 类 重要 算 子 ,其 性 质 与 有 
限 维 空间 中 的 矩 粹 很 类 似 , 其 重要 性 在 于 一 方面 它 在 积分 方程 和 
许多 数学 物理 问题 的 研究 中 起 着 核心 作用 ,有 广泛 的 应 用 , 另 一 方 
面 ,对 于 它 的 谱 分 析 及 其 结构 已 讨论 得 十 分 透彻 . Fredholm 算 子 
是 一 类 与 紧 算 子 有 着 密切 联系 的 算 子 ,Fredholm 算 子 及 相关 的 指 
标 理 论 有 着 广泛 的 应 用 ,这 类 算 子 有 着 相当 好 的 性 质 . 


1. 3. 1 Hilbert 空间 上 的 紧 算 子 


设 入 是 可 分 Hilbert 空间 ,五 中 的 闭 单位 球 记 为 BLT HH 
上 的 线性 算 子 , 如 果 Ran T 的 维 数 为 有 限 的 , 则 称 T 为 有 限 秩 算 
子 , 其 全 体 以 KDR MRT DAA PRES, MRT H 
紧 算 子 , 豆 上 的 紧 算 子 全 体 记 为 KUH) 由 于 上 度量 空间 中 的 紧 集 
为 有 界 闭 集 , 易 知 有 限 秩 算 子 必 为 紧 算 子 ; 有 限 秩 算 子 和 紧 算 子 必 
BARES. 

命题 1.3.1 Hilbert SH LM REBT T 为 紧 算 子 当 上 且 
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仅 当 TCB) 有 紧 闭 包 ，. 

证 明 如 果 人 为 紧 算 子 ,由 定义 妈 知 TT(B) 为 紧 集 ,从 而 知 
TLB) 的 闭 包 为 紧 集 . MRT DEH PHEAA MT DEH 
中 有 界 ,从 而 了 PARAS. WR he 豆 中 的 一 个 网 , 且 在 
H PRKKTF x. 又 设 yE H, BA 

lim (T;,5y) = lim(%.,T* 9) = (2,T*y) = (T2,y), 
FET EH LBES. 根据 Riesz 表示 定理 和 Alaoglu 定理 ,B 在 
APPLES. Mit TDA PROBES. FRET DEA 

弱 闭 ,因而 是 范 数 闭 的 . RAT DAEAA KAT DAHER 
( 依 范 数 拓 扯 ), 故 了 为 紧 算 子 .证 毕 . 

定理 1.3.1 设 了 为 五 上 的 线性 算 子 ,T 为 紧 算 子 的 充 要 条 
件 是 ,对 任意 有 界 序 列 {x,} CCH, 存在 子 列 {x,,}, 使 得 {Tz ) 依 范 
数 拓 扑 收 敛 . . 

证明 如 果 了 为 紧 算 子 , 由 {z.} 的 有 界 性 可 知 {Tz,) 为 在 某 
个 ( 依 范 数 ) 紧 集中 ,于 是 有 依 范 数 收 全 子 列 . 

另 一 方面 ,因为 成为 可 分 的 ,五 中 的 -个 集 为 紧 集 当 且 仅 当 
该 集中 的 任意 序列 必 有 收敛 子 序列 , ET REBATE TOBA 
是 紧 集 , 故 存在 {zx,}CB, 使 得 {Tx,) 无 收 仑 子 序列 ,这 与 条 件 节 
EAMT HEAT. EHE., 

定理 1.3.2 互 上 的 线性 算 子 了 为 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 ;对 
H PER BIAS 0 的 序列 {z} 必 有 || Tx, || ->0Cn->o0). 

证 明 ”如果 他 为 吾 上 的 紧 算 子 , (z,} 为 已 中 弱 收 敏 于 0 的 
PAL, RE |l Tz. || 0. 

若 不 然 ,通过 取 子 列 , 我 们 可 设 存在 & >0, 使 得 对 一 切 ， 
i Tz, | eo. 由 一 致 有 界 原理 可 知 : 弱 收 敛 序列 必 是 有 界 序列 . 由 
于 工 基 紧 算 子 ,由 定理 1. 3, 1, 存 在 子 序 列 {z,} 和 yO 五 ,使 得 
ITa, —y | 0. FET BKAT y. 但 由 命题 1, 3. 1 的 证 明 
TALTE H ERER. TEM (x, | RF OM, (Tx, HEAK 
RF 0. 由 习 收 敏 极限 的 唯一 性 知 ,? 一 0. 因 此 ,Tz. 一 0, 这 与 


site 


| Tx, | Be 0 Ha. 

RZ MET ARRAS HEM 1.3.1, a, CBE 
(Tr KF FES. 由 Alaoglu 定理 ,在 绊 拓 扑 下 ,总 JER T 
Er, ARTES LE IEA (a). 若 记 ye = a, WRITE S 
的 序列 {y4} ERT y) FC EO WT FP GRRE. 

定理 1.3.3 如 抹 人 为 如 上 的 紧 算 子 ,那么 ,对 bie 
有 界 算 子 S, 算 子 TS 和 ST BARAT MAS WARD FAA 
T+S 为 紧 算 子 . 

ER ERA PRAM OMFS TT HRAT, 
BM Tx 上 一 0. AS 的 有 界 性 可 知 上 STx | Or). 由 定理 
1.3.2 知 ST HEAT. 由 S 的 有 界 性 知 S 连续 ,下 出售 题 1. 3. 1 
的 证 明知 5S 是 弱 连 续 的 , 故 {Sz,} 弱 收 钱 于 0, 插 由 本 的 紧 性 ， 
(TSr RCRA 0. 于 是 ,TS 为 紧 算 子 . 同 理 ,由 定理 1.3.2 
HSHT 为 紧 算 子 .证 毕 . 

注意 到 如 果 代 为 紧 算 子 , 则 对 任意 复数 4a,aT = UDT LEA 
算 子 . 于 是 ,由 上 述 定 理 可 知 :如 果 以 K( 态 ) 表 示 Li SRS 
FW KA) RR L(H) 的 双边 理想 . 

定理 1.3.4 设 了 为 五 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 了 为 紧 算 子 的 
充 要 条 件 为 了 * HRAT. 

证 明 ATT) 一 了 T, 故 只 要 证 明 必 要 性 . MAT ARR 
PERH PEKAT OHF) A-AA EN a) A 
界 , 故 存在 C>0, ERA — H n, haen || <C. 由 命题 1, 3. 1 的 证 明 
AT EREE BUT x.) BF 0. 由 Cauchy-Schwarz 不 等 
式 知 ,对 一 切 n, 

|| Tx, |]? = TT tutn) SC || TT’ x, |. 
HET cS BARS 9, 而 工 为 紧 算 子 , 故 由 定理 1. 3.2 知 
ETT, h0, AM I| Toz 一 0, 再 由 定理 1.3.2 THER 
F. 
-2135 设 了 为 吾 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 了 为 紧 算 子 当 
ARAT T HREAF SARS TI HC ) AER T. 
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证 明 ”如果 了 为 紧 算 子 , 由 定理 1.3,3 知 了 ?7 ARR 
RIT |=(TT') CARRS. HRT AT 为 紧 算 子 , 故 只 要 证 
A: TT 为 紧 算 子 ,|T| 必 为 昧 算 子 . 

设 5=1T|, 那 么 S:=T'*T, 任 取石 中 的 一 弱 收 全 于 0 的 序列 
{z.} ,由 于 S 为 紧 算 子 , 故 Se || 一 0. 由 一 致 有 界 厌 理 可 知 {z。} 
有 界 , 即 有 C0, 使 得 对 一 切 , || x, || S&C, Ay Cauchy-Schwarz 不 
等 式 

| Sz, ||? = (S%2,.2.) < | x, 1 | S2z, Il <C |] Séz, |i. 
FE || Sx, || +0Gco). 再 由 定理 1.3.2 知 S= |T| 为 紧 算 子 . 证 
i, 

定理 1. 3.6 设 {T,) 为 旦 上 的 一 列 紧 算 子 , 且 有 五 上 的 算 子 
T 使 得 LT, 一 Ti 一 0, 则 工 为 及 上 的 紧 算 子 . 

证 明 Win AW PRAM OMA ARATE k, H 
T, ERT á 

a lim || Taz, [| = 0. 
由 一 致 有 界 原理 可 知 {zx.} 有 界 . 不妨 设 1 z, || SM n= 1,200). 
任 取 >0, 由 条 件 存 在 ,使 得 上 Tx 一 TH <e, 对 此 天 RL > 
0 存在 N ,使 得 当 nN 时 ,| Tka, | <e FE. 4 nN 时 ， 
“| Tx, Il < I Tx, Tke + || Pex, | 

<= IT — Tkl ill + | Tx, Il 

< 2E, 
Blim | Tz. | =0, HEM 1.3.20 T HH EM BAT. 证 毕 ， 

EAA LH) H Hilbert 空间 吾 上 的 有 界线 性 算 子 全 体 , 赋 以 
算 子 范 数 

ITI = sup{ | Tri: iell <1}, TE LU) 
可 成 为 Banach 空间 . 对 LOD PPE ERE TCE. 
T" CE, Mi E X A Sei. | 
对 于 上 述 定 义 的 算 子 范 数 ,显然 有 如 下 简单 性 质 ， 
(1) 对 一 切 TELCH), ITI = WT" Ws 


(QU -YT SELH), WTSI ITS | 

(DAI AH 上 的 恒 等 算 子 , 则 | 7 |} =L 

如 果 4 为 复 代数 ,并 赋 有 一 个 完备 的 范 数 ,而 且 对 任意 zyyE 
AA ll zy |] Siz ill yl] IA 4 为 Banach RR. MHASH 
PLLC e MEER Ile || =1. 
如 果 4 为 Banach 代数 ,并 且 具 有 对 合 运 算 ,z 一 zx' WE PS 

(1) 对 一 切 zEA,z''*=zx} 

(2) 对 一 切 z,yEA, 及 a,bEC,， 

(axtby)" =ar’ +éy"; 

(DM—B r yE A, Cry) =y" 2's 

(4) 对 一 切 zE4, lezl = {zit 
则 称 4 为 C* 代 数 . 

下 面 举例 说 明 ; 如 果 基 为 紧 Hausdorff ZECO X EH 
HEZEAK HERU LARA. 若 对 任意 SECO) ,规定 

f° (zx) =F@), 

W COO C* 代数 . 

对 于 Banach 代数 LCA) MRM T A SHY T ASE SE 
T”, LDRK C* 代数 ,对 于 工 ( 吾 ) 的 子 代数 ACL), A 
为 C "代数 当 且 仅 当 AA SESE. 

设 天 ( 娓 ) 为 五 上 的 一 切 紧 算 子 组 成 的 集合 ,由 前 面 的 一 系列 
se BE] AK CA) ELC) H SES PG. FE KHE 
LCH) 的 一 个 C' 子 代数 . 我 们 可 以 证 明 : 如 果 H 为 可 分 的 ; 则 
KK( 入 ) 为 LH) 唯 一 的 真 闭 双 边 理 想 . 

下 面 考察 紧 算 子 的 更 进一步 的 性 质 ; 

命题 1.3.2 设 {e.} 和 {6.} 为 五 中 的 规范 正 交 基 ,{%} 为 一 列 
趋 于 0 的 复数 序列 又 设 荆 为 如 下 定义 的 吾 上 的 线性 算 于 ; 


Tzr 一 koe rays zed, 
则 了 WRIT. 
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证 明 设 {z}) 为 五 中 弱 收 和 敛 于 0 的 序列 ,那么 对 任意 a, 当 大 
一 co 时 ，(zkye)- 一 0， 由 一 致 有 界 原理 ,存在 常数 C>>0, 使 得 对 一 切 
kA | zl KC. 对 于 任意 给 定 的 0, RE EN, EY ne 
N kili, | <e. h ABE ALOR (Parseval ARA 


it oo 
Ta = SHIA el? + SS (ALF Cre) |? 
”一 ae+] 
N = 
< Dy IAI? [harvey |? +e $) Ize) 
a=N+1 


<DA lire) | 十 ec, 


由 于 上 式 第 一 项 当 oo 时 趋 于 0, 帮 可知 
lim | Tæ ||? = 
从 而 ,由 定理 1. 3. 2 知 工 为 紧 算 子 ， 证 毕 . 
下 面 的 定理 说 明 , 上 述 命 题 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ， 
定理 1.3.7 MARTA LO RHMRAT MARES 
0 BY RAI (A) R 二 中 的 一 组 规范 正 交 基 {e.} ,使 得 对 一 切 
z€H, 


Tz = Date, Bp Ey. 
证 明 不 妨 设 THO. 由 于 了 是 自 共 亏 算 子 ， 
ITI = sup{| {Tæ |; | zl = 1)., 
于 是 ,存在 五 中 的 一 列 单位 向 量 {z.} ,使 得 
. lim (Tz, x = IT il 
- (如 有 必要 ,可 用 一 个 RET), A AIH n, 
Trd = Tz, < iT. 
因而 有 lim Tz, 中 一 上 .由 于 
| T2z.— iT Iz, Wl? =T IT ll aTe || T lz, 
= (Ttr Tra} — (Taas | T | Ini 
(IT la. Tz + ITH? 
=| Tz, 5—2 T I Tened HH ITH? 
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于 是 . 
lim {| Tx. — [| T | x i? 


= lim || Tz, ||? — 2] TI liméT2,,2,) + ITI? 


= IT? = 2T + ITI? =0. 

由 于 个 是 紧 算 子 且 {zx,} 有 界 , 根 据 定理 1. 3. 1, 存 在 子 序列 {x,,} 及 
yE€ 晶 ,使 得 Tx, 一 y | +0. RBH Te IT Ml zl 一 0, 故 zs 
按 范 数 收敛 于 z 一 于 和 (显然 xl =1). Am Tr= TH. Bp 
ITI (天 9) 为 了 的 一 个 特征 值 , 

设 E, 表示 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 空间 . 如 果 了 EE 
的 ,4,p 为 工 的 两 个 不 同 的 特征 值 , 则 4,y 均 为 实数 , 任 取 iC E 
r,€ E,W. 
| May Te) = TIA) = ET Ep} = pT Ep} 
Bl Atp A rar = 二 0; 即 对 应 于 不 同 的 特征 值 的 特征 向 量 是 互 
HEEM. 由 此 可 知 ,对 任意 正 数 6, 仅 有 有 限 个 工 的 特征 值 使 
alee. 事 受 上 ,如 果 人 (} 为 工 的 一 列 互 不 相同 的 特征 值 ,对 每 
An ARF A 的 单位 特征 向 量 为 ,那么 {z,} 为 规范 正 交 基 , 因 
HEH PRAMS. HFT HRAF.AMIAL= lawl = 
|| Te || +0. 因此 ,了 有 有 限 个 豆 不 相同 的 特征 值 ,或 者 并 的 特征 
值 形成 一 个 趋 于 0 的 序列 . 

因为 了 是 紧 算 子 ,对 应 于 非 零 特征 值 的 特征 向 量 空间 是 有 限 
维 的 . 否则 的 话 , 设 {e} 为 对 应 于 A0 的 特征 空间 的 规范 正 交 基 ， 
那么 {es} 在 H 中 科 收 伍 于 零 .于 是 由 了 的 紧 性 即 知 | 对 一 ‖ Te l 
一 0, 这 与 AO FB. 

设 {u,p6，…} 是 工 的 不 同 的 非 零 特征 值 组 成 的 (有 穷 或 无 穷 ) 
序列 , 不 妨 设 

jal > lot > 

又 设 m, MWET a 的 特征 空间 的 维 数 . FT RY BOA 
的 pn 为 实数 . 设 


et6。 


à = AS HA = Gs 
Any = Àm +2 = = Àp +m, == Hz» 


T derrers sem PAET pn 的 特征 空间 的 规范 正 交 基 , Cen 
Em tt" yom, tm, 为 相应 于 m 的 特征 空间 的 规范 正 交 基 ;，…， 由 于 
相应 于 不 同 的 特征 值 的 特征 向 量 是 豆 相 垂直 的 , 故 (e.} 为 五 中 的 
规范 正 交 集 , 卫 对 任意 ay,Te- 一 2e 

ET 为 召 上 如 下 定义 的 紧 算 子 ; 


Tar 一 Satare, ye TEH, 


又 设 好 一 panta]. 显然 ToMCM 县 对 一 切 zEM+， 了 一 0. 5 
一 方面 ,TMCM Hi ixe) =0, ALT 2,6.) =A dre) =0, 
Ft TM+CM?. ig S=T—-T. MS 没有 非 零 特征 值 . 事实 上 ,如 
果 4 为 5 的 非 零 特 征 值 ,zx 为 相应 的 非 零 特征 向 晤 ,那么 


T(z 一 Srieyei] 一 了 一 5 (t,e Te, 
n=] Ý a=l 
= Tz 一 DIALE yen = Trz — Tor = Àr, 
rel 


这 是 由 于 { 工 一 > (zeoyes] LM, HTM'CM! AM ce Mt, 
MUL Tox =O, Tr= ax. 因而 存在 某 n, 使 得 4 二 入; 而且 zEM 
( 因 z 为 入 的 特征 向 量 ), 因 此 z=0. 矛盾. 

因为 了 一 T, 为 没有 非 零 特 征 值 的 紧 自 共 弦 算 子 ,由 证 明 的 第 
.一段 可 知 了 一 T=0, 所 以 工 =7T6. EE. 

注 1 由 于 TM= OLT =T THA 

H = KeT ỌM. 
MR M, 表示 m 的 特征 空间 ,M。 二 KerT 为 相应 于 特征 值 0 的 
特征 空间 ,那么 有 
五 一 ,四 对 由 M 由 …， 

这 是 有 限 维 情形 oS A A SEER RRA RE RA EN 
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推广 . 

注 2 MAT ARAT PERRY USERRA: 
T=VIT ERT = T DY HERF AME REAR AA 
FAJ HERRER, FEE H 的 一 组 规范 正 交 集 {e,} 使 得 


ITIz = BAren zEH, 


其 中 人 久 ) 是 非 负 不 增 且 趋 于 零 的 数列 设 o,=Ve, "那么 (a } 仍 为 规 
范 正 交集 , 且 有 


Tz=V|T|z = ZIALE eVe, 


= 之 人 (Xe) One 
上 述 表 达 式 称 为 RAT T 14) $4 Wt Cceanonical decomposition), 
RSE RAAT eT AT HA FAR 
ffi. - 
在 Hilbert 空间 H 上 的 有 界线 性 算 子 中 ,最 简单 的 要 数 有 限 
秩 算 子 . 所 谓 有 限 秩 算 子 即 指 其 值 域 为 有 限 维 的 算 子 . iH EA 
有 限 秩 算 子 全 体 为 KH). BRK. CK(A). 下 面 的 定理 说 
HA KE KHPA. 
- 定理 1. 3.8 吾 上 的 线性 算 子 了 为 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 存 
在 一 列 有 限 秩 算 子 T., 使 得 ‖ T.—-T il 一 0. 
证 明 ”由 于 有 限 秩 算 子 是 紧 算 子 ,由 定理 1. 3.5 即 知 充分 性 
成 立 . 下面 证 明 必 要 性 ; 设 工 为 紧 算 子 ,那么 荆 有 典 则 分 解 


Tz = Dare oe, LEH, 


其 中 人 大 } 为 了 的 奇异 值 序列 ， 一 0, (en) Alon} H 中 的 规范 正 交 
集 . 
Tz = DESLRA zE H, 


KAT, ERRET TR || T,—T || ->0Ct-=co) BRE 


a Ra 


的 任意 单位 向 量 z， 


IT- Da l= | E acze) |? 
a=k+1 
= SMAI Ge)? 
n=k+1 


<( È [¢z,e,) |?) sup |a,|? 
amit] ak 


< sup{ [43:7 > k}, 
ATi | TT {| <sup{ |A Pink}. 于 是 ,lim || T.—T || 一 0. 证 
毕 ， 


1.3.2 Fredholm $F 


WR K H Hilbert #0 H LARA WAT 4=7 一 天 的 值 
域 是 闭 的 ,而 且 Kers 和 Ker4 "都 是 有 限 维 的 , 具有 这 些 性 质 的 算 
子 构成 一 类 十 分 有 趣 且 非 常 重要 的 算 子 ,这 就 是 我 们 要 介绍 的 
Fredholm 类 算 子 . 

设 五 是 Hilbert 窑 间 ,那么 商 代数 LCH)/K (A) BF 
Banach 代数 , 称 之 为 Calkin 代数 .LCE 到 LCH)Y/KCH) 上 的 自然 
同 构 用 表示 .Calkin 代数 实际 上 还 是 一 个 C* 代数 . 

Calkin 代数 在 许多 方面 有 着 应 用 ,我 们 的 兴趣 是 在 它 与 
Fredholm 算 子 的 联系 . 设 H 为 Hilbert ZAT H H LAARA 
FMR AT) A LCH)/K CA) PEIE E, PK T 为 Fredholm 算 
F. H 上 的 Fredholm 算 子 全 体 记 为 FCA). 

为 进一步 刻画 Fredholm 算 子 的 特征 ,需要 下 面 的 关于 子 空间 
的 线性 张 的 引 理 . mE MA N 是 Hilbert 空间 的 闭 子 空间 ,那么 
MEN 的 线性 张 一 般 来 说 不 一 定 是 闭 的 ,除非 其 中 一 个 是 有 限 维 
的 . 

引 理 1.3.1 WA H Æ Hilbert 空间 ,MM EA ISSN 
XA WARTS IRA MHN 的 线性 张 是 H MATS. 

ER 我 们 不 妨 设 MN=1{0} (车 有 必要 ,可 用 NN 中 的 MN 


+195 


N EZME N). 为 证 

M+N=(f+e:f € Mig EN} 
EAH, BRCM, eI CN, 且 {十 gi 为 是 中 的 
Cauchy 序列 . 首先 证 明 序 列 {g,} 汪 是 有 界 的 , 车 不 然 , 则 存在 子 序 
Flie eR N 中 的 单位 向 量 上 ,使 得 


, _ . Bu, 一 
imig l = ey fim pe = 


(这 是 因为 N 中 的 单位 球 是 紧 集 ). 但 是 ,由 于 序列 {Cf TE) 
I gay Il RFE A 


zoo il En, Il , 


RU ARE M 中 又 在 入 中 ,因而 得 矛盾 . 

因为 序列 ig,) 革 ,是 有 界 的 , 故 可 取 子 序列 {g,,} =1 18 #9 lim g,, 
=gEN. FH, H(A, tHe) hA Cauchy 序列 可 知 ， Cf, saith 
为 Cauchy 序列 . klim fa, =fEM, :从 而 lim Cf, 十 ga) 一 上 十 gE M+ 
NBR M+N HATER. 

下 面 的 定理 描述 了 Fredholm 算 子 的 特征 , 有 许多 教科 书 以 此 
作为 Fredholm 算 子 的 定义 . 

定理 1. 3. 9(Atkinson 定理 ) ”如 果 H 为 Hilbert 空间 ,TE 
LCH) ,那么 了 为 Fredholm 算 子 当 目 仅 当 RanT 是 闭 集 ,dim kerT 
和 dim kerT' 均 为 有 限 ， 

证 明 若 了 为 Fredholm F, WHE AEC LC), KE 
KK(H), 使 得 AT=1 十 KK, 车 了 E KerC7 十 天 )， 则 朵 (7 十 大)( 户 一 0 
. 知 玉 f= 一 了 ,因而 ERanK. 于 是 

| KerT C KerAT = ker({ + K) C Rank. 

由 于 紧 算 子 的 值 域 不 含 无 限 维 闭 子 空间 , 故 dem kerT<co. 由 对 
称 性 可 知 dim kerT* <co, 由 定理 1. 3, 8 ,存在 有 限 秩 算 子 FF, 使 得 
| F—K | <1/2. 因此 ,对 fEKerF, 有 

WAIN TS IS | ATF = SKS | = || F+Ff+Kf—Ff | 
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>A- IKI- SSSI, 
由 此 知人 在 Ker 下 上 是 下 有 界 的 ,这 说 明 T(KerF) 是 万 的 闭 子 空 
间 . 因为 (KerF)+ 是 有 限 维 的 . 由 引 理 1. 3. 1 知 Ran 了 一 了 (长 er 天 ) 
十 TLCRerF)+] 为 HAT SIA. 
”反之 ,假定 RanT 为 闭 的 ,dim KerT < H dim Ker7 < 之 o0., 
令 
To = T | eer» 
W T, 为 (KerT)+ 到 Rant LA — RR, Bie. 再 按 下 
BRE MH 上 的 算 子 5S: 
l Sf = Taf, u fE Raft, 
Sf=0, 4 fE (RaT), 
BAS 是 有 界 的 ,而 且 
ST =] —P,,TS =I —P, 

其 中 P, 是 到 KerT 上 的 投影 ,P, 是 到 (RanT)+ 一 Ker7*" 上 的 投 
影 . 由 KerT 和 Ker7 的 维 数 均 有 限 , 故 P M P 为 有 限 秩 算 子 ， 
从 而 可 知 CS) 是 rÉ E LAD /K CH) PA, BD T 为 Fredholm 
AFER. 

Atkinson 定理 中 的 条 件 常 作为 Fredholm 算 子 的 定义 出 现 . 由 
于 Fredholm 算 子 具有 如 此 明了 的 特征 , 它 有 着 广泛 的 应 用 . 早 在 
20 年 代 初 就 发 现 几 类 重要 的 算 子 是 由 Fredholm 算 子 构成 的 . 而 
且 , 如 果 人 是 Fredholm 算 子 ,那么 对 于 给 定 的 向 量 g, 方 程 Tf 二 g 
的 可 解 性 等 价 于 g 是 否 垂直 于 有 限 维 子 空间 KerT'. 而 且 由 了 为 
Fredholm 算 子 可 知 , 对 于 给 定 的 8, 方程 了 7=& 的 解 空 间 是 有 限 
维 的 . 


§1.4 Schatten 类 算 子 
Schatten 类 算 子 是 特殊 的 紧 算 子 , 对 此 类 算 子 的 研究 使 得 我 
们 对 紧 算 子 有 更 深刻 的 了 解 . 如果 T 为 可 分 Hilbert 空间 H E 


。 2] 。 


紧 算 子 , 由 定理 1. 3.7 后 的 注 2 知 了 有 典 则 分 解 , 即 存在 H 中 的 
IEZCSR (e,} Al {o,} ,使 得 


Tx = Daten yar ZEH, 
HPA 是 THP n NAR MRA) EL O<p<ico) MET #H 
Schatten p- 类 算 子 ,HH 上 的 Schatten p- 类 算 子 全 体 记 为 SH), 
简 记 为 Sp 当 lS p<ooff, Sp 按 范 数 
ITH = [> 


WH Banach 空间 . 当 p=1 时 ,S， 称 为 H 上 的 迹 类 算 子 ,而 Sz 称 
为 Hilbert-Schmidt 类 算 子 . 


1.4.1 Schatten p- 类 算 子 的 基本 性 质 


. 定理 1.4.1 如 果 了 为 召 上 的 紧 算 子 , 其 奇异 值 为 1 } ,那么 
对 五 的 任意 正 交 基 {e,}, 有 
IAL = > | Te, ||? = > | ‘Te, ,em) |”. 
证 明 只 要 证 明 第 一 个 等 式 . 设 
Tzr = iz, eo (rEH) 


为 了 的 典 则 分 解 ， 那么 对 五 的 任意 一 组 规范 正 交 基 {z.}, 由 帕 塞 
瓦尔 (Parseval) 等 式 得 


ITa = SY fA? | re) | 
由 Fubini 定理 即 知 
D Tz l= DD AN ze |? 
aml] a=] 上 


= DUAL DD [hansen |? 
&k a=] 

= $ fal? lell? 
é 


= > (4 [7 
证 毕 . 
对 于 正 的 紧 算 子 了 ,其 奇异 数 之 和 即 为 该 算 子 的 迹 ， 
定理 1.4.2 如 果 了 为 九 上 的 正 紧 算 子 ,其 正则 分 解 为 
Tzr= DAK 96 ze, (GEH), 


那么 对 吾 的 任意 规范 正 交 基 au)， 有 
ya = X Tana). 
证 明 in FE (04) 5 H 的 规范 正 交 基 ， 那么 
(Tom) = (Salone de2) 


= SIA Onsen) {ensai} 
a=1 


= SIAL ase)’. 

f a=l 

名 用 Fubini 定理 可 知 
Dy Tete? = DAD) Mover? = Spa lel? = DN. 
k=l n=1 &=1 n=1 n=1 


EE. . 
定理 1. 4. 3 如 果 工 E3，, 那 么 对 五 中 的 任意 规范 正 交 基 


ee} ,级 数 S Tened SRBC, 且 其 和 与 {es} 的 选取 无 关 ， 
证 明 MRT HERAT, 由 定理 1. 4. 2 知 
Dl Tese) = > | 开外 <æ 


‘k=l 


对 五 BERME EXE (a) RT 其 中 {4.} 为 工 的 奇异 值 , 它 与 
fe} 的 选取 无 关 ， 
一 般 地 ,如 果 TES, 


putt, yoo, 


Ri PAN HALAS. MA T=P+iN, BM PES ,NES;, 由 
FT PAB SCE Bo EE 1. 3. 7 知 


Pr 一 SA Cre ens 
am] 


其 中 为 实数 ,而 且 2 绝对 收 敏 . 记 


fas ABO, 
“ilo, a <0, 


m=i” A <0, 
” io, A, 20, 


则 {a}，{8.} 均 为 非 负 实数 列 , 而 且 趋 于 零 . 记 


Por 一 27 26 960)€, ， 


P t = ye CLE, )€n+ 


则 知 PoP, WHERE Pi PIES., Pz=P,x— P x. 3 N 可 作 
同样 的 论证 . ATT AM TRAR: 

= (Ti —T,) 十 2T: 一 T)， 
EP TG=1,2,3,08 4S, 中 的 正 算 子 . 由 定理 1. 4. 2 知 ， 


S Tened = 1,2,3,4) 收 敏 ,而 且 其 和 与 1e,} 的 选取 无 关 . 由 


此 可 知 > (Teyey) 绝 对 收 敏 , 且 其 和 与 规范 正 交 基 {e.} 的 选取 无 
SE 
HFS 中 的 算 子 ,由 于 对 任意 规范 正 交 基 {e ) ， > (Tex sn) 
是 一 个 由 区 唯一 确定 的 常数 ， 我 们 称 比 数 为 算 子 了 的 迹 记 为 
tr(T) = SUT enre), 
故 对 于 正 的 迹 类 算 子 T， 
tr(T) = Sa. 


其 中 {4} 为 工 的 奇异 值 . 

引 理 1.4.1 THH LHERRT.p>0o. MATES, 4 
且 仅 当 TPES,, 4 | TI S= |T’. 

证 明 ATT HENART MARRS. 


Tz = Date, ess LEH, 


其 中 {0}U AMES T HERE. BUN ERE (22) =a CTA (0). 
Ba A} T 的 奇异 值 序列 ,由 此 可 知 


tT? ||, = 2% = IT ll 4. 


E 
由 此 引 理 容易 证 得 下 述 定 理 ， 
定理 1.4.4 MRT WH LHRAL. pi, MATES, 4 


且 仅 当 | 了 1 一 (77 六 ES , 当 且 仅 当 7 TES: 而 且 
由 


证 明 TESS. ET HREN 
Ta = SIA taeda zE H. 
由 定义 ,17 的 奇异 数 与 了 的 奇异 数 序列 相同 te 
ITI} = XX= LITIN. 
BAL} BT I 的 奇异 值 序列 ,从 而 又 可 知 
HiT |= Èx. 
又 由 谱 映 射 定理 及 全 "一 17|: N TT A SAFA T 
x= Monts TTi. 
a 2A 
定理 1.4.5 设 卫 为 有 H 上 的 紧 算 子 ,p 之 1, 那 么 TES, 当 且 
仅 当 对 一 切 规范 正 交集 {6.} D) (Tenses) |? < oo, E 


295+ 


ETI, = sup 代 立 jresay1e] fen} 为 五 的 规范 正 交集 上 
证 明 OMET HH LMR ARAL. eR 1.3.7 
知 ,存在 互 的 规范 正 交 基 {o.} ,使 得 
Ta = Phese)e,, zE H, 
其 中 {]} 为 了 的 特征 值 序列 ,而 且 Sal = ITI. HAAS 
(Tq 5 On) » FFE G0 FE Mt — YI BR FE IE BE HK {en} » S (Te ,en [P< 
,出 可 知 SAI < oo +B TES, 


FH Mle) H -REEL MBA. WER mS 
l» 


|T ensin) | = | SIAL enson) || 
s=] 


JAI | Memos? |? 


2, 12 Gems) [2] ? DE lensa? 1?) $ 
= (XIA | tenan |? 总 
于 是 ,由 Fubini 定理 可 得 


SY (Ten send |S DESAI | enra)? 
= SHAPE Meso? < SAP 
MR T € SUNS ER ETEK (es )， 


24 | ‘Te, rel E 23 141? < o0. 
显然 ,对 五 1 中 的 任 间 规范 正 交 你 (fc 
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[E Tene] < ET ||la 
另 一 方面 , 当 工 为 自 共 固 紧 算 子 时 ， 
Tx = DN(r,0.)0,, 


其 中 丸 为 工 的 特征 值 ,o, WAAR A HY LARGE EE. BI To, 二 
0., 于 是 对 此 规范 正 交集 {0,}， 


[之 |<(To,+0,) ?= [> [hs0,) J? 
= (DA) = IT 


故 有 
17 = sup{[ S31 Tese.) 1 P: fo) DAREA) 
Cy ei T= TET i TTL, p 4 THT” hy 
AtA -ATA 
= PB. = pA 
分 别 为 4 和 B WEER He 


~ Tz= DNz,e)0. 


= Dlx,en)0, + i>) B(x,e)0, 


= Ar + Bz, 
其 中 
Ag = Da (rs6.)0,, Br = D7 Bnd 2 sly oy 5 
由 闵可夫 斯 基 不 等 式 


TH,= [Siar] = [Z ia NPS 
< (E lel)? + (Da) 
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< lAl, + IBI, 
BRA, lBILSITI e FRTES, HRH ABES,. 
由 于 对 任意 正 交集 {e,} 


(StAaserl}?, (E Besse.) 2)? 
< (Diese) 十 区 Besey1 = (S51 Tenses) |)? 


< (51 Aenea) 12)? + ( 32] Bese) |)? 
由 此 可 知 TES, 当 且 仅 当 对 任意 正 交 集 {eo}，> [Tene |? < 


oo + 证 毕 ， 
定理 1.4.6 THH EWZAT. p21, A. TES, 的 充 


要 条 件 是 对 任意 规范 正 交集 {eo} 和 {o)，> ,1(Teo)| <+ 00 
而 且 
ITI, = sup{[ 53 }c7e,,0,) PT: (en) 和 {6.} 为 规范 正 交集 }. 


Fis 
证 明 充分 性 由 定理 1.4, 5 BD. PRE. TO 
5, E. T 为 正 算 子 , 则 有 | (Te, >On? Te, er} ‘Tar on ). 由 定理 
1. 4. 5 和 Schwarz 不 等 式 . 
DHTeso))= >} Tea) | 


<= 5 |T ensen) 加 | (Ta, ,0,) H 
< {F Tee) 1) i( Dre,,0) |")? 


at( E Teno) 1")? < IT Ip ATE 


UT Wp > sup{[ 33 | (Te, .o,) |]? shea) oe) 为 规范 正 交 集 上 
另 一 方面 ,由 定理 1.4.5 
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ITN = sup{[ 33 Tesen) |]? te) 为 规范 正 交集 } 


<sup{[ 57 Tesa) ||": len} 10.) 为 规范 正 交集 }. 


如 果 T 为 五 上 的 一 般 紧 算 子 ,由 定理 1. 4. 3 WERT 有 如 
下 分 解 : 
= (T, 一 TD) +i; ~ T), 
其 中 工 Gi=1,2,3,4) 均 为 玉 上 的 正 紧 算 子 . 利用 前 面 已 证 的 结论 
和 简单 的 估算 可 知 定理 成 立 ,证 毕 . 
定理 1.4.7 设 T 为 二 上 的 紧 算 子 ,p 守 2, 则 TE 5, 的 充 要 
条 件 是 对 五 中 的 任意 规范 正 交 和 集 {e,} D I Te, | < co .而 且 


ETI, = sup{[ 33 Tell]? fe.) 为 规范 正 交 集 }. 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 T WARM RAT te 
正 交集 {0,} 使 得 


Ta = DIAE, zEH, 


其 中 (4) 为 人 的 特征 值 序列 AIT I ,=( z lar \? 由 于 To 
= dass || To, | I =(A) ,从 而 之 l To, | = 2 lal? 因此 ,如 
果 对 任意 规范 正 交集 {e.}， > Il Te, |’ <æ, mA D alr < oo, 


HT € 5;, 充 分 性 得 证 . 
下 面 证 明 必要 性 : 设 {e,) 为 互 中 的 规范 正 交 和 集 ,那么 对 任意 m 
之 1， 


m 一 STA heme 9 Fn) ans 
因而 
| Ten ||? = DOR | Cema) |? 


因为 p2p =Ê Ra N A es Sec tee | 即 二 +5 =1) ,由 
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Halder 不 等 式 有 
| Tew I ?= STA} Ges) 17 | Ow 90) a 


[Yl Mensa) PIS | (en sn) 1? Ja. 
HFS) |< Lik 
5 | Tea l = N Ten lm < FLIA lenso), 
从 而 有 
之 | Ten I'S 2 之 Lal? | $em sn) |° 
= SAPS Mena les SAL, 
所 以 当 TES, 时 ,对 任意 规范 正 交 集 (en} CH, 
i 27 li Ten |? <+ 2. 
因为 当 TES, 时 ,上 面 已 证 对 任意 规范 正 交集 {6.}， 
(De < {EAP TI 
另 一 方面 ,由 于 To, 一 ho,, 帮 有 > Tol? = SAF 
a a : 
FTW, = sup{[ 5) 1 Te, 1° ]? see} RENERE) 
EH, i | 
1.4.2 SAS, RAHASIA 


本 节 主要 是 从 整体 上 研究 空间 5,, 此 空间 是 个 Banach 空间 ， 
有 着 很 好 的 代数 结构 和 空间 性 质 . 
MT TES,G@21),4 
IT), = lerh P = [Bp, 
HA) T HA AED. 下 面 的 定理 说 明 Schatten p- 类 算 子 
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S, 的 重要 地 位 . 
定理 1.4.8 iS, X Hilbert 空间 五 上 的 Schatten 类 算 子 (yp 
RIDAN- iX S, 上 的 范 数 ,S, 在 此 范 数 下 为 Banach 空间 . 
证 明 设 T,SES,, 则 有 上 典 则 分 解 


Tz = SAME 16) Ges 
， n=] 
Sz = 2,4 (Esek 0» 


(T+ S)z = Dx (xset yon 


CEASA RITZ ARR, 
= ((T + De el) = (Te ,er) + Se” se"), 


IT +S) = (So baa J$ = [Dlre ey + Sel e) |]? 


< (Di Teei” JF + (Desa, ef |}? 
由 定理 1. 4. 5 即 知 + 
IT+Si,<ITI,+ ISI, 
利用 定理 1. 4,5, BATHE | AT Y= lal wT ll. FHS, 为 线性 
空间 ,而 上 "上 ,为 S, 上 的 范 数 , 从 而 (S,; Il ， | MAES 
fig]. 
WAT} Sp Il + | FRAY Cauchy 列 . HRW 中 的 紧 算 
子 4, 由 定理 1.4.7 知 , 对 一 切 PRP oe, 上 Az < 
(Al (eel Mite | Al <All, FEAR l% 
范 数 的 Cauchy 序列 必 为 依 通常 算 子 范 数 的 Cauchy 列 , 从 而 由 定 
理 1, 3. 6 知 ;存在 紧 算 子 了 ,使 得 | T.—T | -~>0. 下 面 证 明 TES), 
而 且 T.—T || 0. 
设 e>>0,(e} 为 五 的 一 组 基 , 又 设 N 为 正 数 ,使 得 当 n.m2N 
时 , 上 | 7.—T. Il ,过 .如果 nN 是 任意 固定 的 整数 , {ei} 为 台中 
的 任 一 规范 正 交 基 , 则 ” 


STD, — Ta dered L T, — Ta lace’. 


k 
& m>, AA 
DIKT, — Tepe e, 
k 


由 于 {e,} 为 五 中 任 一 规范 正 交 基 . 由 定理 1. 4.5 知 :¥ e> FE 
Ni 4 nN t |TT || «Se. BP | T.—T || 0G), VA 
THS T- Talet Trl |Tv il,t+e<to, 
H TES, WEHE. 
作为 定理 1. 4. 5 的 推论 ,我 们 有 
推论 1.4.1 设 TES,(p 之 1), 则 对 7T" ESKA IT’ b= 
WT We: , 
证 明 TES WT HERS. AMT ba Ra 
定理 1.4.5 9. 


ITM ,= sup{[ 5 Tese) |°]? s (en) 为 五 的 规范 正 交集 } 


= sep {[ J) Ien T ren 1P]? te.) 为 二 的 规范 正 交 集 ) 


= sup [D T ere) |?) te) H H HRERS) 


(T° |» 


证 毕 . 

为 讨论 Banach 空间 S,(p2 DAN MBE. HM TES, 的 奇异 
值 作 进一步 的 了 解 : | 

定理 1.4.9 设 工 为 娓 上 的 紧 算 子 , {和} 为 醋 的 奇异 值 , 那 
么 对 n 之 0, 有 

(Dn 二 inf{f | T—F | FEF, APF. 表示 态 上 一 切 秩 小 
于 等 于 ”的 有 限 秩 算 子 组 成 的 集合 

(2hr min 。 max{ | Tz ||; zl =1.¢2,2,)=0,1<i< 


n». 
证 明 (2) 是 关于 紧 算 子 特征 值 的 Rayleigh 方程 的 直接 推论 
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《见习 题 1. 9) ,我 们 略 去 其 详细 证 明 , (1) 是 (2) 的 推论 . 事实 上 ,如 
果 正 为 秩 小 于 或 等 于 的 线性 算 子 ,R 一 RanF* ,于 是 KerF=K= 


R' ;由 《2) 知 
A+, & max{ | Tx | : Il = || =1,2€ K}, 
但 是 ,对 LEK, | Tzi = | T-P2l <| TF iil ell FE 


对 一 切 秩 小 于 或 等 于 n WAT F BA Ans || TF I. AA, 
<inf{ || T—F || :FEF.). 另 一 方面 ,如 果 
Tr = Dhlrsen) a 


是 了 的 典 则 分 解 ， Ta 是 如 下 定义 的 算 子 ， 
| TX = ydkzieyeu x €E H, 


WW | T-T, =A4.. 由 此 可 知 inf{ || TF | FER SSA, RA 
ka =inf{ | T—F || -FEF,}. TE. 

从 上 述 关 于 奇异 值 的 极 小 - 极 大 特征 ,万 可 得 如 下 推论 ， 其 详细 
证 明 可 参阅 [Dus581. 

推论 1.4.2 WMT, YH LORE ACE T HA 
异 人 序列 ,那么 对 任意 n,m 之 0, 有 

hta KD + Ta) Ane CT A Ang Ta); 

Astar CT Te) Ang (Ty Ana CT). 

在 刻画 S, 空间 的 对 侦 空 间 时 ,下 面 两 个 引 理 起 着 重要 作用 . 


3| 理 1.4.1 B<p<co, 54251 MUR TES, SESH 


N 


(DTS, STES; 

(Dtr(5T)=tr(TS); 

DSTI ITH AS e 

证 明 (1) 由 推论 1.4.2 的 (2) 可 知 ; 取 n=m， 


È limn TSE > ESR E DEES 
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< {E AI). S er S14) 2 
SATAS 
若 n=m+1, h Holder 不 等 式 有 

SY) Ae (TS) 1S D>} A CTIACS | 

am) a+] 


<(> Aas) [*) F] > ACS) |e}? 
< ATHS H 
Kia A TSES,. AATA STES. 
(2) 首 先 注意 到 召 上 的 每 个 线性 有 界 算 子 是 至 多 4 个 西 算 子 
的 线性 组 合 ( 见 本 章 习题 4) ,于 是 ,由 tr 的 线性 ,只 要 证 明 (2) 对 任 
意 西 算 子 5 及 有 限 秩 算 子 工 成 立 .这 时 ,如 果 {6)} 为 规范 正 交 基 ， 
则 (Se.} 也 为 规范 正 交 基 , 故 有 


tr(FS) = > rs sen) 一 Ssrse ,Se,) = tr(ST). 
DHFS, 是 可 分 的 ( 见 本 章 习题 8) ARRETE S, FH 
密 , 故 可 设 了 和 S HARB. 设 
Tz 一 STAM 54,96, 
为 了 的 典 则 分 解 ,那么 
TSz = DASz,e)0 = YALE, Seo, LEH. 
BT, 为 如 下 定义 的 一 秩 算 子 : 
“Tyr = (rx,S°e)0, LEH, 
那么 
TSz = SJAT,2. 
由 于 上 述 是 有 限 项 求 和 , 且 tr 是 线性 的 , 故 有 
tr(TS) = > 和 tr(T.) = DASo,e,). 
由 Halder 不 等 式 及 定理 1.4.6 有 
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TOIS (SMa 1*)*( S0.) |) 7 
< ITIS. 
证 毕 . 
引 理 1. 4.2 B1<p<oo, 5 +1=1, MR TES, Wl 
UT, = sup{|tros7>|, | S|, = 1). 
证 明 由 引 理 1.4. 1 中 的 (3) 可 知 
sup{ 1trCGST) |; ISi = D< Th, 
AER ARS SB I< poof iit. 设 
. Tz 一 Sr ey, (z € H) 
AT ERMD, Sy 是 如 下 定义 的 算 子 ， 
Sx 一 [Zeat 《并 One x €E H, 
WI Sy | =. THA 


SyT z= Saye sue (Tx,0,)e, 
E a=1 awl 
N ep a 
= [sa] TSA (re)e, 
am) as] 
= [Say Szeen, 


由 此 可 得 trCSwT) 一 [ Dae)? Aik HH SE S,CIS || =1), 
ma 一 上 
SDIS IT Il. FH, 
IT i, < sup{ ltr(ST) | ， IS iy = } 
Syz = HERALA T € H, 
M | Sv || -一 1, 而 且 


ft N 
Syr = >) (Ta,0,)e, = Dy Ak 6s zE H, 
- am] 


asi 
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于 是 tt(SwT)= 5 A ATE | T I <sup{|teCST) |: IS | =1)- 


对 于 2 一 十 o, 我 们 考虑 如 下 定义 的 -- KAT Ti,,: 对 x,y€ 
H, 
Taz = (zx, zE H, 
WE |x i= ty = 
Tal <izllotiel < lel, 
Hf || Tas || <1. 另 一 方面 , 当 z=y 时 ， 
| 并 -zl = yl? iz =1, 
Kw l Tos | 1. FBT... || =1 0H l Ta | = ltr( 72,7) |. 
关于 吾 中 的 一 切 单位 向 量 zy,y 取 上 确 界 , 即 知 ; ‖ T I< 
sup{ |trCST) |: } S1 :=1) 证 毕 ， 
下 面 是 本 节 的 主要 定理 ， 
” 定 娃 :1.4.10 如 果 1<p<co, 且 方 十 二 1, 则 在 下 列 对 偶 
(T,S) = tr(TS) 
FA Ss =S, + 
证 明 根据 引 理 1.4.1 和 1.4. 2 RABE tS, 上 的 
ERA RAE A CAE SES, ERR — TES, CCD 一 
(TS), WH | S| = Noh. M2 ye Hie TAM PHASE 
RW—-RAFT : 
Taz = (yor, ZEH. 
BL WHC(T.y) BH Lia WF r REEF y RHR, 
而 且 
(Lay! < ETa d= NENEN y 
于 是 存在 H 上 的 有 界线 性 算 子 5, 使 得 
Zryy) = (Sz.9), ary € H, 
因而 . 
ETa) = (Szx,y> = (T,.,S). 
由 “和 tr 的 线性 可 知 , 对 一 切 有 限 秩 算 子 了 有 
or) = tr(TS), 
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由 引 理 1.4. 2 及 有 限 秩 算 子 在 S, 中 稠密 性 可 知 ， 
|S] = supfltrCTs) |T, = 1, 了 为 有 限 秩 算 子 ) 
= sup{I(T)|: ITI, = 1, 为 有 限 秩 算 子 } 
= Igi. 
证 毕 . 


习题 一 


1. 如 果 {e.} 和 1{o。.} 为 H 的 两 组 规范 正 交 基 ,AE LH), i 


TD Aeon) | 
2. WE TE LUA), AES, (p21) il l 
TAIS ITPA. NATH, < LAETI 
3. 如 果 ACB, TELH) W . 
leeT fA] TH As. 
4. TEMA: UR TES, MAE 4 PERF TES, ER 
T AT —T,) +i, —TO 
5. 召 土 的 任意 有 界线 性 算 子 可 写成 4 个 酉 算 子 的 线性 组 合 . 
6. 设 工 是 紧 的 正常 算 子 .如果 {p4} 是 工 的 特征 值 序列 ( 计 及 重 数 但 不 一 
定 按 降 序 排列 ) ,那么 
ETI, = [3 a]. 
TUT OEM: 
Tz= Dre rE H, 
其 中 fe,} 和 {5.) 为 规范 正 交 集 . 证 明 全 是 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 o 一 6, 对 一 
切 % 成 立 . 当 了 是 正常 时 ,有 


TH, = [£1]. 
8, 设 TES,, 且 
Tz = SA Mr ee, 
为 工 的 典 则 分 解 . 而 了, 为 如 下 定义 的 算 子 ， 
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Tr 一 5 ALTE? Gha 


MLH reki IT-T, || proaspat), h EEN S, EDA <p 
<+00), 

92T BERR AAT AEE RR DKA RE 
数 ), 则 对 任意 ne). 


Aa = min max({(Tz,x), | zl =1lr| rl 
E bar biat 


$5 5H) di ,A, = maxi |] Tx |]: lx || =1}= Th ARA Rayleigh FA). 

10. 证 明 对 任意 向 量 z,yE HH RH PRERE RRER Tr T T= 
(Trsy). 

11, HESH tr Æ S, LEREZ. 

12. 证 明 在 由 tt 给 定 的 对 侦 下 ( 见 定理 1,4.10), 上 上 的 紧 算 子 组 成 的 空 
间 ( 以 算 子 范 数 ) 的 对 侦 空 间 是 S. i 

13. 如 果 A.BES,, WA, B= tr B A) WE s ) 为 3 PR AR, 
I+ | HAAS MAR ER PS. 是 完备 的 , 即 S: 在 此 内 积 下 
为 Hilbert 空间 . 

14. 如 果 了 是 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 , ‖ 7 一 了 | <1 RPT 
恒 等 算 子 ,那么 全 串 可 逆 的 . 

15. 设 TT 为 二 上 的 有 界线 性 算 子 ,如 果 了 有 闭 秆 域 ,TT 和 了 ' 的 核 均 为 
ARH MEE T A Fredholm 算 子 .T HERH 

aT) = (AG Dal — T RE Fredholm WF}. 

WEAR :0,(T 48 8 T ZERO LOAD /K (A) (Calkin 代数 ) 中 的 谱 . 工 的 本 

性 范 数 为 
| Tl. =inf{ (T—FI fe KD}, 

即 灾 的 本 性 范 数 即 为 了 在 Calkin RA LDK PAE. 


+ w 


ABH S11 S12 中 的 内 容 在 几乎 所 有 关于 泛 函 分 析 的 书 中 都 有 叙 
述 ,我 们 在 此 略 去 了 所 列 结果 的 详细 证 明 . EF EF AM Schatten RM FE 
许多 较 深 入 的 算 子 理论 的 书 中 才 加 以 讨论 ,我们 的 许多 结果 来 自 Zhu Kehe 
的 书 [Zh90b], 有 兴趣 的 读者 可 参考 [Dug72],[Gok69], CRig?1] 及 [Sim79] 的 
书 .$1.4 中 的 大 部 分 结果 选 自 Ringrose 的 书 ERig?1]. 
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第 二 章 单位 贺 盘 上 的 解析 自 映 身 


复合 算 子 的 性 质 与 单位 圆 盘 的 解析 藤 数 的 分 析 性 质 . 几何 性 
质 有 着 密切 的 关系 . 这 种 函数 p: D->D 的 迭代 序列 .不 动 点 、 角 导 
数 以 及 Schroder 函数 方程 e “一 if 的 解析 性 质 在 研究 复合 算 子 
”的 分 类 及 谱 分 析 中 起 着 关键 的 作用 . 本 章 对 这 类 解析 函数 作 较 深 
和 的 讨论 


$2.1 单位 圆 盘 上 解析 自 映 射 的 迭代 性 质 


BW D={zEC;(z|<1},9:D>D,> 
Q(z) = z, p l = a, m= 0,2, 
FaH e RIEA. AH EREA PE IEA H ER. 


211 AtA D HAEE 
对 于 ae 万 , 记 


z— a 
1 — az’ 
这 基 吃 到 DD 上 的 共 形 变换 (分 式 线性 变换 ),p 的 下 述 初等 性 质 是 
熟悉 的 ， 
”定理 2.1.1 对 每 个 a€ DD,% HD Aaka D E, Do 
HDE RERET g =e... 反之 ,任意 也 到 也 上 的 共 
形 映射 都 可 表示 为 osipa KH |Al=1,aED. 

WBA 对 aED 及 任意 zED, 有 


l 2—, _ (1 — [2/70 — jald 
az) = 1 Ti az|* ， 


ple) = 


HERTA ge, HE DRA D op, D wR D 41, H aD BRS aD H. 
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又 因 


zta | 
Pet) 一 4 1+az 
Pa 9 ] — 十 a zta- 
1 + az 
zta—a— |alte _ 2— lal’s B 
1 + az — az — |a|? I= lal? * 


同 理 可 知 p-a o gx(2) 二 zx, 于 是 ,gy =p A w HD me D LK 
DEEA DE. . 

反之 ,如 果 g: D>D 为 共 形变 换 , 设 a=y'(0) EE DD, 考虑 解 
HER =p. AW FA DA D EARE TH, mH o= 
0. 对 了 和 广 ! 应 用 Schwarz 引 理 得 

lzi = iF CF) SI fC) |< [zl], 2z€ED, 

BLA | f¢z)/z|=1,2€ D, HERJA f(z) /e=A R f(z) =A, KH 
(Al =1. A p= f > 多 一 各 -证 毕 ， 

下 面 的 定理 是 关于 DD 到 DD FAIA A BRS Ay Schwarz 引 理 
的 推广 (通常 称 之 为 Schwarz-Pick 定理 ). 

定理 2. 1. 2($chwarz-Pick 定理 ) 如果 f: DD 解析 , 则 对 


任意 zw DA 
F(z) — fiw) z— w 
1— f@@) F(z) | S [1 — we’ 


且 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 卫 和 二 了) _ sw ZOW , 当 目 仅 当 f(s) 为 DD 


FD) 1 一 rz 
上 的 共 形 自 同 构 . 
证 明 对 wED, 记 

Dl) 一 Pre e T egle, zED, 
则 有 PD S= Pr (Fe) = 0, H OCD) CD. 由 Schwarz 引 理 知 
IBIS lz] ED, E 

(Pem °F? Qn els zl, zE D, 
于 是 有 


F(z) — fw) < 
1 — Fo) f(z) | ™ 


1 一 wzi’ 


ea 40。 


由 Schwarz 引 理 可 得 等 号 成 立 的 有 关 结 论 , 证 毕 . 

Schwarz-Pick 定理 在 伪 双 曲 距离 的 观念 下 有 着 明显 的 几何 意 
X. 为 此 ,我 们 引入 擅 双 井上 距离 的 概念 :对 于 p,gEDD, 令 
g— Pp 
1— pg 
W dD H po MAIOR HEN. 二 元 函数 4(p,q) 满 足 空 间距 
离 公理 ,而 且 在 召 上 导出 通常 的 欧 几 里 得 拓扑 , 关于 伪 双 曲 距离 ， 
显然 有 下 述 简单 性 质 ， 

(a) HH p.gED,4 dlp) =d pit dlp l; 

(b) d(p.g)=0 4A {4 p=as 

(c) dd 为 DxD 上 的 实 值 连续 函数 ， 

(d 对 也 的 每 个 紧 子 集 友 ， 

| dina inf dp) = 1. 

性 质 (d) 指 出 : 中 的 一 点 到 了 D 中 一 紧 子 集 的 伪 双 曲 距 离 , 当 

该 点 趋 于 万 的 边界 时 趋 于 1. 这 由 下 式 其 可 完全 明白 ， 


一 2 — 2 
1— dp,9 = HDU ND, 


这 公式 将 在 我 们 对 伪 双 曲 距离 的 进一步 研究 中 起 重要 作用 . 利用 
仿 双 曲 距 离 ,我 们 可 将 Schwarz-Pick 引 理 改写 成 下 面 的 命题 ， 
推论 2.1.1 如 果 了 :D>D 解析 , 则 对 任意 z,wE DD, 有 
d( f(z), fw)) S d(z,w) 
且 等 号 成 立 当 且 仅 当 9 为 五 的 共 形 自 同 构 . 
此 推论 说 静 ,单位 圆 盘 二 的 自 映 射 减 小 访 中 任 两 点 的 伪 双 曲 
ER. 为 给 出 更 直观 的 几何 说 明 , 我 们 考 虚 伪 双 曲 距 离 下 的 球 . 对 
F p€D0<r<1,i2 


ká 


d(p.9) = Ipa] = | 


Apr) = {zs = 


称 ACp,r) 为 中 心 在 p FEA r HARARE. 由 于 ACs) ew 
it rD É D AIE K FH 多 下 的 像 ,由 分 式 线性 变换 的 保 贺 性 可 
知 A(pm) 也 是 一 个 厂 中 的 通常 意义 下 的 图 盘 , A) OR A, 
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< r} = (rD). 


Schwarz-Pick 引 理 可 改写 为 


推论 2.1.2 如 果 f;:D->D 解析 , 则 对 任意 pe D.0<r<l, 
有 
FACED) C ACF CP) ,7). 
特别 地 , 当 p=0, £00) =—0 时 , 即 为 通常 的 Schwarz 引 理 ， 
AA AD NCD 为 欧 几 里 得 意义 平 的 圆 盘 , 若 记 其 圆心 为 
C, 半 径 为 及 , 则 与 伪 双 曲 距 离 意 义 下 的 圆心 和 半径 有 如 下 关系 ， 
定理 2.1.3 对 p€D,0&r<1, 则 Alpsr) 是 也 中 以 C 为 中 
心 ,RR 为 半径 的 圆 盘 ,其 中 
-i-p R= Q lr 
| 1— lair? 1— ipiri" 
证 明 由 于 |g (C2) <r? 等 价 于 
(1 一 |p]?r?)|z|? + 267 一 1)Re(pz) Er — lel, 
而 且 这 又 等 价 于 |z 一 c |: 所 RE, 而 且 可 知 
Ic] +R=1~ Tba =n poe? < nD <r, 
从 而 可 知 Apr CD. 证 毕 . 
对 于 也 到 DD 上 的 共 形 变换 p= Ag (|Al=1.a€D), FREE 
中 的 等 式 有 时 是 很 有 用 的 ， 
定理 2.1.4 Ba€ DAC AD, pigne D, WH 
Pe) 一 Ae) _1l—ay xz-2, 
Az) — Pe) 1—ar z—2,’ 
(z €E D\iz,}). 
证 明 ”由 直接 计算 即 得 ， 
Pz) 一 Ha) _ Age) — Age) _ gz) — Bir) 
Az) — Re) àpi) — Ape) oz) — gz) 
zva Ha le-a) lald 
一 1 一 az 上 一 az _ (O —ar)(1 — az) 
z—a Xa (— zn) — |a|?) 
1i—~azr 1-— az (1 — az)(1 一 az) 
Z %) — az) 
(z 一 z) (1 — az,)' 


证 毕 . . 
如 果 z M Wp AAT AR A AR E d Sgil), 


Hid 
_1— az way 
“=i mm’ S) = a,” w E Dizi)» 
| 则 由 上 述 定 理 知 
SAKI = udlz)}, zE D\iz,} 
或 


Az) 一 1(x9(z))， z € D\(x}, 
这 就 使 得 关于 Y 药 迭代 序列 特别 简单 ,这 时 有 
GE) = STUS), zE Dle}. 
由 此 可 见 ，|z|<1 BR lul L AEF p) AE EBEE. 
定理 2.1.5 HA eC D ACAD, DAD ERMA p= ig 或 
为 恒 等 映 射 ,或 有 一 个 不 动 点 ,或 有 两 个 不 动 点 , 如 果 有 两 个 不 动 
点 , 则 此 两 个 不 动 点 全 在 aD E. 
证 明 me Fz) Fz; 由 方程 p(x) 一 z 推 得 
az + A — 1)z— àa = O, (x) 
WE a=0, BA AALEN glz) 三 zx}, 于 是 ,z= 二 0; 如 果 a0 A 
z=0 不 是 方程 (* ) 的 根 . 由 于 A= HOMER 20 有 


1\? . 1 A 
一 | + A i| =) -—4a=— (az 二 (4 Dz — Aa). 
z z z 


a 


于 是 ,z 天 0 为 (* ) 的 根 当 且 仅 当 二 为 (x ) 式 的 根 . 从 而 知 二 次 广 


。 程 (* ) 有 一 个 根 ,或 有 两 个 根 (天 0) 及 过 , 如 果 两 个 根 都 在 万 中， 
| WR MR Ae D 上 ,这 是 因为 若 有 一 个 在 DD 内 , 则 另 一 个 必 不 
在 万 中 . 证 毕 , 


定理 2.1.6 设 aED,A€aD, 且 qz)= wla). MR eEDA 


BAT AR 2) Al Za "那么 


1] 一 az, 


& aD. 


“= 
1 — az, 
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证 明 由 于 zl 和 和 为 9 的 不 动 点 ,由 HZ) 一 各 (此 二 1,2) 可 得 
1 — ay = A(z, — ad /zs = ACL — afz) = ACL — az). 
由 定理 4.1.5 的 证 明 可 知 wx 一 1, 故 有 


1 Z, — a 
— 1— a> 
g= Tt Zp %2 
l- az 1 al zaoa 
zı zı 
1 一 az, 
= A 1 — az, 
la 1 一 az ” 
A 


HIE u 为 实数 ,由 条 件 a AOC BM gem FE SED 内 仅 有 一 
个 不 动 点 或 有 无 穷 多 个 不 动 点 }. XE zA A u—1l=a(z,—z,)/ 
(1—az,) 40. 另 一 方面 ,|a(z +z) Klal dalt laD 
2, 故 
x 十 1 = 2 fas 2 
从 而 证 得 « & an. 证 毕 . 
定理 2.1.7 WME aED, AECID, p=, A aD 上 有 唯一 的 
不 动 点 ,那么 4 一 1, 且 
A— Zo 
anette 
证 明 由 定理 2.1.5 知 ,和 是 9 在 万 中 的 唯一 不 动 点 , 即 % 
是 二 次 方程 


天 10. 


2 D, 


ag + (A+ ijz — à= 0 
的 唯一 根 . 由 于 e 天 0( 和 否则 ,0 为 不 动 点 ) , 故 和 是 方程 
2+ à— 1 da 


2 一 一 一 人 
a a 


的 唯一 根 . 所 以 有 


A—] 
BO TT te a= 5 Eo 


MA lal <1=|20| AOA 天 一 1, 而 且 由 于 


LET. Y. 


= = 27a _ 
Ke) = àp le) = As a 


M OE- an A Ax 
2— (1 — A) Hz’ 


所 以 
《1 + Diz 一 2 
WO) a= TAOS, 
于 是 有 
2 -2 一 4 一 xz And, Zo 
Ke) — Az) AHI z= 
证 毕 . 


21.2 She DMR ARMA 


M8 9 DBD ERAN, UAE ACAD 及 aC DAB 
plz) =pl). EARRING) UR RHE oA AR BX. 下 
Be a wa Fp EAS. 

定理 2.1.8 设 yg:D-D AHE K FH, E gz) 关 #; 则 

(1) 如 果 pE aD 上 俗 有 两 个 不 同 的 不 动 点 , 则 {%} 在 DD 中 局 
名 一 致 地 收敛 于 这 两 个 不 动 点 之 一 ( 即 收 伍 于 离 1/ F100) 较 远 
的 那个 不 动 点 》; 

C2) 如 果 多 在 3D 上 人 恰 有 一 个 不 动 点 ,; 则 {%} 在 D 中 局 部 一 致 
地 收敛 于 此 不 动 点 ; 

OME g 在 也 内 有 唯一 不 动 点 和 , 则 或 是 9 为 周期 的 ( 即 存 
在 4, 使 得 (2) 三 zx) ;或 是 {%} 在 由 也 上 保持 z 不 动 的 共 形 自 同 
构 组 成 的 紧 群 多 HHE. 

证 明 (1) 设 的 两 个 不 动 点 为 M rzon EID, H Ar. 
记 2) = Ag, Cx), HEM 2.1.6 知 |xul 关 1, 如 果 


z — — | 一 二 


> 了 00) = al’ 


1 
2 一 一 | 二 | 多 
a 


and 
* g 0) 


45>’ 


记 x= 上 2 jaj <1. 由 定理 2. 1. 4 及 其 后 的 评说 知 ,对 于 


1—az, 


R FRET: 


P) ~ % „Z z€ D, 


PS zn *™ z— 2,’ 


于 是 


z— z 


law =al < lulla ~ zl ZE 


由 此 可 知 {8} 在 DD PHE- Be es Far a zy. 
(2) 设 = 为 pg 在 3D 上 的 唯一 不 动 点 ， 由 定理 2.1.7 知 


Zo 二 ok 5 十 ij+ Zo 
Al) — Zz, A+1 二 一 各， 
故 有 


1 A-] 1 
1a@ 二 二 7" Fl zy) FEP 


由 于 orik AAL KCD 为 紧 子 集 ,那么 
m = inf{|z—2z|:2€ K}>0, 


而 且 当 > pa 


A 十 1 


iel- a 
1 2 


| ad 
ae ===" , 
Bj ‘ 


A 
IR) 一 z| <A, z€K. 


由 此 可 知 {&(z)} 在 玉 上 一 致 收 合 于 z. 
(3) 由 于 9 在 DD 中 有 唯一 不 动 点 zo, 设 Y(z) 一 gz), 令 
f=y" pog, 
则 了 为 DD 到 DD 上 的 共 形 变换 ,而 且 f(0)=0,F 8 f(z) = 二 wz, 其 
中 iw|=1. 如 果 wE3D 为 1 的 nn 次 方 根 ,那么 
A(z) 一 go? a” o piz) = g o bz) = z. 
.46 ， 


mE w REL 的 方 根 ,那么 {wr;nEN}) 在 aD 中 稠密 . 由 于 
H= {eT OSI 2a) HARRAH I RMD LAS), Tae 
Help? N+ py 是 连续 映射 ,而 且 为 .到 多 土 的 映射 ， 
FES BRT Rw" ne NI ARB igen ENS PHATE. 


21.3 非 自 司 构 的 选 代 性 质 


设 ¢:D—D 解析 ,但 不 是 共 形 自 辣 构 . IER) LA 
一 个 常数 极限 , 为 证 此 结论 ,我 们 先 证 明 一 个 在 研究 迭代 序列 中 起 
关键 作用 的 定理 ,此 定理 即 为 由 julia 和 Wolff 给 出 的 下 述 结论 

定理 2.1.9 设 g:D-*D 解析 且 无 不 动 点 , 则 存在 4€ 3D, 使 
得 对 D 中 任意 与 D AUF AMAME KA (KOCK ,n=0,1， 
2 

证 明 Bird ToO DER nA. 令 h=rips 由 于 在 IDO, r) 
E, - l | 

-n= |i, 

其 中 Tz) Sz 5 HUE EK (Rouché) x2 HE, HB I— BIE DO,r,) 
中 的 零点 个 数 相同 ( 计 及 重 数 ), 于 是 7 一 yg 在 DC0,r) 中 至 少 有 一 
TER Ba 为 7 一 办 在 DOr PHBE TE 


Pala) 一 TA) = a, (1) 
不 失 一 般 性 ( 若 有 必要 , 取 其 子 序 列 ? 可 设 
lima, = À, (2) 


BRACD. MRACD MEU) PS keo, FRM pA NY e 
在 妃 内 无 不 动 点 , 故 这 是 不 可 能 的 .于 是 14| 一 1. 
RA Ch).:D->D, HEN 2.1.2 9 


CARES) 一 (dy), Cay) zZ — A 
1— ARDA | a” *©? 
即 | 
(fn), Cz) — & z — A 
=a I z5] » ZED. (3) 


如 果 记 


r(z) = | = (4) 
l-a 
o G RaDa 
o(z) = 1—]al*riq@’ (5) 
R,(z) = 《] 一 | ag |? ratz) (6) 


| 1— | al)’ 
那么 由 定理 2. 1, 3, 集 合 


Slr) = lw €E p| 


e | Krl) | 
是 万 中 半径 为 R, POE GW ABE. 由 式 (3) 知 :>， 
(CES. (2), BS Bee kin A 

[Cl — Cilz)| S Rel), ze D. (7) 
显然 ,= 实际 上 位 于 这 个 圆 艇 的 边界 上 . 由 直接 计算 可 知 


1 lala) = 25 lald + last? — 2Re(ayz)) a) 
. {1 一 az|? 
因此 
C1 — fa lon) [1 — azine) 
1— leali) ~ 1+ Ja]? — 2ReCa,z)’ (9) 
又 因为 
— 2 
1 — riz) = —— alboa lD? 
因此 ,由 式 (8) 得 
(1 —ri@)a _ (1 一 lezl Ja 
1— Jal) — T+ lal? — Ree (10) 
由 式 (4) 和 (C2) 可 知 , 当 >oo 时 ， 
r) 一 = = = Wao =l, 
所 以 ,在 式 (9) 中 令 keon Rh 
一 2 
limk,(z) = pagel = woos =R(<z), 
(11) 
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再 在 式 (10) 中 令 oo 可 得 
. 2U- Z u- 全 
limC,(2) = 7 Re ~ To el?’ Fh ee TECO 
, (12) 
因为 对 每 个 固定 的 ED 及 固定 的 正 整数 n 
lim 《办 )。(z) 一 limrig pe rapaz) = p(z), 
HERDS >oc 即 可 得 
lptz) —C{z)| ZR) GED) (13) 
对 # 一 0,1,2,… 成 立 . 注意 到 
1 一 JP 
人 (一 二 和 
R(@) > 0, {C2)| + R@ 一 1， 
因而 ,以 Ci AP, Ra AEH EF D 中 ,而 且 在 点 


C) + Ræ) OT =C) +R) =À 


处 与 aD 相 切 , PHB DR. BS p OEM BAS. B ,对 每 个 
zE D, D, 表示 D PRE z€ 3D., A aD, 与 3D AUF AKA 
A, WA ai) ED.(n 二 0;1,2,…). 由 于 任意 包含 z, 且 与 DAD 
于 4 的 闭 圆 盘 都 包含 D., 故 由 此 妈 可 知 定理 成 立 . 证 毕 ， 

利用 此 定理 ;我们 可 进一步 研究 中 非 自 同 构 的 解析 自 映射 
9 的 选 代 序 列 的 收敛 性 . 先 给 出 下 列 两 个 简单 结论 . 

定理 2.1. 10 设 9:D->DD RT. FFE ARREA mam 
"EED 中 


<l, 


limg,(2) =z GED), 
则 8 为 也 到 也 上 的 共 形 自 同 构 ， 
证 明 由 于 {g} 为 正规 族 ,由 Montel 定理 [ 见 Con73] ,存在 六 
之 之 ,使 得 { 口 ,1) 收 敛 于 解析 函数 g:D>D, FE 
Pay = Pag PEP 
因此 J=g: 
由 于 不 是 常数 函数 ,由 开 上 映射 定 理 知 pCD) 为 开 集 .而且 
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(Pg) P= (Er —Q=%, 
因此 在 开 集 KDE, p. g=. 由 了 唯一 性 定理 知 ,在 DD 中 99* gal. 
由 此 可 知 g 为 也 到 上 的 共 形 自 同 构 . 证 毕 . 

推论 2,1,3 设 g:D->D 解析 ,但 不 是 户 的 共 形 自 同 构 , 那 么 
{名 } 的 任意 子 序列 的 极限 函数 为 常 值 函 数 . 

证 明 ERR MWEE << ER Bg g 不 是 党 
{Ef pH RK. 由 Weierstrass 定理 知 g: DD 解析 , 故 e(D)CD AF 
集 . 事实 上 g(DICD. $ m=np —n, RE m +0). 
Montel EHAR — PSR A gah, BRA, D> 
D 是 解析 函数 . 对 每 个 zE DD, 收 敛 数 列 {8(z)} 及 其 极限 值 g (x) 
构成 局 中 的 一 个 紧 子 集 . 于 是 {9,,) 在 此 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 久 ， 
故 易 知 

lim gn, (Fry (2) = hlg C2)). 
另 一 方面 ， 
Pap Pai 2) 一 和 tng E) = Gay ti CZ) > Be), 
于 是 在 非 空 开 集 &(D) 上 ,k= 了 ,由 唯一 性 定理 可 知 ,在 DD 上 ,一 
I 再 由 定理 2.1.10 即 知 8 为 万 的 共 形 自 同 构 . 证 毕 . 

利用 上 述 结论 ,我 们 立即 可 得 本 小 节 的 主要 结果 . 

定理 2.1.11 设 久 万 一 万 解析 , 且 有 一 个 不 动 点 和 如果? 不 
E D HHE AMAA (eI MMF z. 特别 地 ,p 的 不 动 点 是 唯 
一 的 ， 

证 明 如 果 g 和 到 为 { 骂 } 的 两 个 子 序列 的 极限 函数 ,那么 
h(a) 一 “0 一 g(zo) ,由 推论 2130 ¢ MAHAR, FB 
gD Snake ZED). AFig AER KMFA RAT HE, 
KTI Ag} BRR zo 由 此 可 知 ,zxo 显然 是 8 在 万 内 唯一 的 不 动 
点 , 证 毕 ， 

定理 2.1.12 ho: D>D AREETA BA le) war 
一 单位 复数 . 

TER 如 果 9 为 五 的 共 形 自 同 梅 , 则 由 定理 2.1.8 的 (1) 和 
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《2) 即 知 结论 成 立 . 如 果 gg 不 是 D 的 共 形 自 同 构 , 设 g Agi 
子 序列 的 极限 ,由 推论 2. 1. 3 知 & WH RGM. il g(z)=a,z€ DD: 
如 果 aED 且 一 g, 那 么 ,一 方面 ,由 9p 在 a 处 的 连续 性 知 
Ka (2))>9g(z)) 二 Ka), 另 一 方面 ,在 吕 中 任 一 点 处 {%,} 收 敛 
Fet 
Ap (2)) = pA > gz) ) = a, 
FRA KK 和) 二 a, 这 与 定理 条 件 巴 盾 . 办 而 aD ABRA ED, 
故 |a|=1, 但 是 由 定理 2, 1. 9 可 知 ,a 即 为 定理 2. 1.9 中 的 4%, 于 是 ， 
“是 { 名 } 仅 有 可 能 的 子 序列 极限 ,因此 {} 收 敛 于 单位 复数 w 证 
推论 2. 1.4 如 果 p: DD 解析 和 且 在 DD PARARI. M e 
=]. 
证 明 WR 9 为 共 形 自 同 梅 , 则 由 定理 2.1.5 知 ,在 DD 内 至 
多 只 有 一 个 不 动 点 ,除非 gp 一 无 如果 9 不 是 共 形 自 同 构 , 由 定理 
2.1.11 知 ,在 万 内 至 多 有 一 个 不 动 点 .由 此 即 知 推论 成 立 ， 
定理 2.1.13 奶 果 p;D->D 解析 , 且 保 持 DD PE NEST 
AK AB CEN gCK)CKCD), 则 gg 在 DD 内 有 不 动 点 ， 
证 明 由 于 gq(K)CKCD, 故 对 一 切 正 整 数 na KOCKE 
D. 特别 地 
| | lim |g.(z)1 < sup{|z|.2 € K} <1. 
”由 定理 2.1.12 知 ,p 在 DD 内 必 有 不 动 点 ,证 毕 . 


8 2.2 单位 圆 盘 上 解析 自 映射 的 角 导数 


设 8:D>D 解析 , 当 y 为 DD 的 共 形 自 同 构 时 ,定理 2.1.8 指出 
?在 万 上 至 多 有 两 个 不 动 点 ,而 且 这 些 不 动 点 对 pg 的 迭代 序列 的 
收 敏 性 起 着 关键 作用 . 当 gp 不 是 DD 的 共 形 自 同 构 时 ,如 果 pE D 
内 有 不 动 点 ,定理 2.1. 11 说 明 {%} 有 着 与 gp 为 共 形 自 同 构 时 同样 
的 收 全 性 ; 当 8g 在 DD 内 无 不 动 点 时 ,定理 2.1. 12 fh ip OR 
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aD 中 的 一 点 包 与 9 为 共 形 自 同 构 时 作 比 较 , 我 们 自然 会 间 ;4 是 
否 起 着 “不 动 点 ”的 作用 ?由 于 8 在 3D 上 未 必 有 定义 ,我 们 采用 取 
边 值 的 办 法 来 推广 ?的 不 动 点 的 概念 ， 

H p: DD 解析 ,对 z" ED, mR 


tim Krz’ J=2", 


则 称 >* 为 ?的 不 动 点 . aR. 当 z* CDH. WA pe" )=2' ,与 通常 
的 不 动 点 概念 一 致 . 这 类 边界 不 动 点 将 在 p 的 角 导 数 及 复合 算 子 
的 人 性质 的 研究 中 有 着 重要 意义 . 本 节 的 主要 定理 , Jolia- 
Carathéodory 定理 和 Denjoy-Wolff 定理 都 与 此 密切 相关 . 


2.2.1 角 导 数 的 基本 性 质 


为 引进 角 导 数 的 概念 , 先 介绍 如 下 常用 术语 . 

(a) 设 wE3D,A 表示 DD 中 的 两 条 相交 在 w, 而 且 关 于 到 名 的 
半径 对 称 的 直线 之 何 的 点 组 成 的 角 域 ,我 们 称 A 为 DD 中 顶点 在 ww 
的 角 域 . - 

(b) 如 果 了 为 D 上 定义 的 函数 ,wE3D, 当 zz 沿 着 任意 顶点 在 
wh ARB w 时 Fed L WER L H TOE w 的 非 切 向 (或 
角 ) 极 限 , 记 为 

L lim f(z) =L. 
设 p: DD 为 解析 函数 ,zwE€ 3D, 如 果 存 在 7E 9D, 使 得 
Z lim 7 — Kz) 
zon W — z 


FETE A BR» UP ARR OTE w BY PR IEH p w). 

注 从 角 导 数 的 定义 立即 可 知 ,如 果 pE w EE SAL, N p 
在 名 必 有 和 角 极 限 ?而 且 ?为 aD 中 的 一 个 点 . 因此 ,不 管 8 在 边界 
如 何 光 滑 , 此 定义 要 求 :p 在 任意 没有 和 角 极 限 ?E aD 的 点 zw 处 不 能 
有 和 角 导 数 , 例如 plz) 一 z/2, 由 我 们 的 定义 可 知 它 在 aD 的 任 一 点 
处 都 不 存在 角 导 数 . 

角 导 数 的 定义 反映 了 ?在 其 角 导数 存在 的 边界 点 处 有 某 种 
“ 共 形 性 ", 也 使 我 们 想到 其 导 函 数 p oE w 处 存在 角 极 限 的 可 
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能 性 . 本 小 节 的 主要 定理 (Julia-Carathéodory 定理 ) 说 明 这 些 问 题 
都 互相 制约 ,互相 牵连 ,有 着 密切 的 关系 . 为 证 明 主要 定理 , 先 证 明 
有 着 漂亮 的 几何 意义 的 Julia 定理 .在 8 2. 1 节 中 ,我 们 已 引进 伪 
双 曲 距离 和 伪 双 曲 贺 盘 的 概念 . 由 于 对 p,g€ aD, 

1 — (p,q)? = UPDA la) E Iai") 


故 以 p 为 中 心 ,r 为 半径 的 伪 双 曲 贺 盘 可 表示 为 

arn = fasta = zal < lela — jel 

tim Hel ~ 1. € (0,00), 

{eli 
WA |1—zp |? |1—2w |= |1—-2ew |. 于是,ACayr) 趋 向 于 集合 
Hw,r) EP HG) PEM: 
© Hw a) = (x, |1 — zw]? < 4d = je |?)}. 

FRAM Han A OE E A I$ IL AT 
HE w$ aD aul. 对 固定 的 we aD, 4 A+ + ont, Hw ABH 


PFRAHAFETAR DARK Hw A) HHE w *URRAR 
Chorodise}. 


MO, 


AlB, n) 


TH (wa) 


A221 4a(pr) 到 极限 圆 盘 Hw DAAE 


H 2.2, 1 说 明 当 pp 和 vr 按 前 面 提 到 的 关系 ,p->3D,r-=1, 量 
ll AC por) H Gu, AD AE AES BE. 由 此 粗略 的 分 析 ， 


RITA FMM aus. 
引 理 2.2.1 kw aD, (p,}CD, A pw. LE O<r, <1 fi 


得 


lim le = AE€ (0,co)， 
WE 
Hw,A) C lim infACp, sr,) C lim ‘supA( ps7, ) C AW,)A), 
其 中 lim inf 4, ,lim SupA, 分 别 表示 集 列 的 下 限 集 和 ERR. 
KAENA eae, 
利用 此 引 理 可 得 著名 的 Joia 定理 ,此 定理 本 质 上 是 Schwarz 
引 理 在 边界 点 情形 的 推广 ， . 
定理 2. 2. 1(Julia 3 BeA DAD ASSET 
数 ,7,mwE aD. READ >w 且 使 9p,) 一 7 及 
aan = $< oo 


RA . 
(a) >0; 
(b) 对 任意 A> 0, H (w, ACH A8); 
(c) Zlimp(2) =9. 
证 明 (a) 首 先 证 明 6>0. WME (0) =0, My Schwarz 引 理 
BN O21. 由 推论 2, 1. 1, 利 用 伪 双 曲 算 离 , 这 时 有 
d( fp), AD <d(p,0) = |p| (PED), 
根据 伪 双 曲 距 离 的 定义 ,可 将 上 式 改 写成 
-HAO — 1 — [x p) |? 
i— jop S 1— {pl ’ 
另 一 方面 ,由 三 角 不 等 式 可 知 
1 — lgo] |1 ~— pgo]? 
1 十 IO 工 一 | 区 0 


0 并 令 p= ps BA 


一 |x| < 1 一 |p|? 
iF lool = 1— |i? ô, 


因此 ,56>0. 
CD REFERER ERY AE (0,o00) ,不妨 设 1 一 | 吉 | 过 4( 因 为 |p,| 
17) ,那么 所 有 的 


rs 二 1 


1 一 | Pa | 
Pe 0D, 


TH r1, lee TiAl Aa=1,2, e). FEARTA A pr) 


是 引 理 2.2.1 WER. 
由 定理 的 条 件 知 | 
im to lee L m LOAP] b= lel 
lim 1 一 六 a 1 一 | 如 | 1—r, aò, 


于 是 隘 盘 序列 {ACyLp,) ,7,)} 也 满足 引 理 2.2.1 的 条 件 , 内 是 以 7 
代替 多, 以 AS AR AL S| FH 2. 2.1 及 推论 2.1.2, 可 有 
人 C lim SupH(ACp, +, `) 
Z lim SUPARA), nD C H, A). 


由 于 yp 不 是 常 值 函 数 , 故 8 为 开 上 映射 ,因而 上 述 包含 关系 中 的 取 闲 
包 符号 可 取消 , 即 有 
KH (w,a)) C HO, MB). 

OR S AD PHA w HAR, RIE 4 zH SMF wt. 
Xz) 一 7. FER > 0, RA aN BRA AOS FE p Æ 
RA HARSH. 又 易 知 可 取 p>0, 使 得 中 心 在 名 ,半径 为 的 
圆 盘 与 5 的 交集 含 于 二 (w, 办 之 中 , 由 (b) 可 知 : 当 >ES 日 jz 一世 | 
<p A 

lez) 一 ?| <e 
这 就 证 得 (c) 成 立 . 证 毕 . 
由 Julia 定理 立即 可 得 如 下 关于 角 极 限 的 结论 . 
推论 2.2.1 MRips CDD,mE a, p, >, mA (a— 


255. 


(ep. D/d lp. DIA BA (Ap) FEM 7€ aD TA g 
有 也 处 有 角 极 限 7. 

证 明 由 条 件 知 |g(p.)1 一 1. 于 是 {gxp,)} 的 每 一 个 子 序列 有 
WRF aD 上 某 点 ?的 子 序列 , 由 Julia 定理 可 知 点 ? 即 为 2 的 角 
极限 ,从 而 7 也 是 {gxp,)} 的 极限 ,证 毕 ， 

定理 2. 2. 2(Julia-Carathéodory 定理 ) 假设 ¢: DD 解析 ,ww 
€9D; 则 下 列 三 个 条 件 等 价 ， 


(JC1) lim inf laco; 


GC2) 一 im Taz 存在 (其 中 7€ aD); 
CS) Alimg' (x) 存在 且 人 limgz) =7€ 3D, 而 且 在 (JCI) 中 
的 5>0, CC2) 和 和 (JC3) 中 的 边界 点 相同 ; (JC2) 中 差 商 的 极限 与 
dC3) 中 的 导数 的 角 极 痕 相同 且 都 等 于 wed. 
证 明 (JC1)=> (C2). 
由 C1), 可 选 {z,} ,使 得 ->w 且 


1 — jgz) | 
一 一 一 一 一 一 一 他 
i 1— |x, | 


由 推论 2. 2. 1 ,存在 7E aD, f} Z limpe) =7, 再 由 Julia 定理 知 ， 
对 任意 4>0， 


WH (w,A)) C Hq, 0A). (1) 
经 过 适当 的 旋转 变换 ,我 们 可 设 w=7= 十 1. > 
z= riw) =» {rw E x), 
EF r RRA ER N zx 一 r(w) 是 r 到 刀 上 的 共 形 变换 ,而 且 将 
0 里 成 一 1, 将 oo 映 成 十 1. iE Dr > po rR DH x Zl x PHS 
析 映 射 . 由 于 在 < 二 rCw) 下 ,有 关系 


== (2) 
和 
i— |x|? = ee a, (3) 
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HER AAD 的 定义 可 知 ,极限 圆 盘 HA, DE z= rw) ih 
射 下 ,对 应 于 半 平 面 


x(a) 一 [Rew > +} 
故 由 (1) 式 可 知 OCCA) Cr Ad) ,解析 地 表示 即 为 
Re®(w) > Rew (w€ a). (4) 


由 (2) 式 ,(JC2) 中 的 差 商 可 写成 


1 一 wz ww 十 1 
IT 一 > Tw Fi (5) 


但 是 由 于 limgkz) = 1M w HAE me 中 的 任意 关于 实 轴 对 称 , 开 
日 角 小 于 的 角 域 中 趋 于 co 时 ,Go)-co, 即 <imecuw) 一 co. 式 
(DRI REICO AREN IR D AE z 到 = 中 的 解析 函数 , 且 
满足 条 件 Ow) > FRew(wE x) WVA 


Z lim 2&2? 一 +. (6) 


为 此 ， RAELE AA A 设 
C = int Re®(w) 
wee ew 

于 是 对 任意 wE r, ReO(w) >CRew, M E C 是 具有 此 性 质 的 最 大 
的 数 , 根据 (4) 式 ,我 们 有 C 关 1/8. 我 们 将 把 问题 归结 到 x 上 定义 
BaF Pa Yew) EE: 

Yw) = Pw) 一 
HC MERA Y E r LAER. MA 


inf Rer) L o, (7) 
我 们 要 证 明 
Z tim 0. (8) 
因为 Ow)=cwt+7(w), orn 
Z lim E — C， (9) 


故 只 要 证 明 C 一 序 , 即 可 知 式 (6) 成 立 . 


但 是 ,由 (5) 式 知 
1 
l- g3 _ w Itu W 
一 > Bw) 1 Blw)’ 
1+ gw 


故 可 知 (JC2) 中 的 极限 应 字 为 去 ,根据 (JC1)， 此 极限 至 少 为 38, 因此 


有 去 之 6, 但 由 C HEREA CSJ MAG 6. 因此 我 们 只 要 证 
明 (8) 式 成 立 . 
BY (w) aoe 为 解析 映射 , 且 满足 条 件 (7), 给 定 < 
SAK 
= {w € x, |argw| < f}, 
我 们 欲 证 明 当 we E AEM YCw) /wt. 即 对 任 取 的 e> 
0, 要 找 R=R()>0, E 


we Sp lw] > R=>| 
é 


为 此 ,对 任意 的 x(8<a<r/2) ,由 条 件 (7) ,存在 woExr, 使 得 

Rey(rooy < Rew. (10) 
我 们 先 取 R>O 使 得 wESs A |wl>R owe wo 十 5,( 如 图 2 2.2 
Atm). 
下 面 的 主要 想法 是 利用 推论 2. 1. 1 和 2.1.2 的 结论 并 利用 = 
将 万 的 问题 转移 到 « 中 讨论 . ARASH RGA AC, 
DER xt 中 半径 为 r, 中 心 为 p HARHAA RALA: mE gE 
D,g=r(p) (pEr) All A ERR (we nr rw) € Alg,r) CD}. 
由 z=r(w) 的 共 形 性 ,由 推论 2.1.2 及 上 述 的 关于 < OR 
盘 的 意义 下 ,有 


Yw) < E. 
tw 


¥(ACpsr)) C AOCP), r). 
对 于 per, 
A,(w) = (Rep)w + imp (w Em), 


图 2.2.2 角 域 Sp 与 wo 十 S$。 RER 
WA, 将 x 瞎 入 x 之 中 ,而 且 A=, AFA, Wr HICK 
构 , 由 推论 2.1.2 知 4.(A(1,r)) 一 和 (zsr)， 即 
Alr) = (Rep)AC1,r) + iIlmp. (11) 
RR we Ss Alw|>R, HE 2.2.1 BM wew+S,. rH 
w Bl w KAIER i w ZEEE AC, AUR E, F 
是 


w E w t SC Sas 
其 中 S'S. HERH, E S. 的 顶点 在 Atrwo,r) 的 边界 上 . 
由 (11) 式 ,可 知 图 2. 2. 3 中 的 各 种 数值 关系 , 由 推论 2. 2,2 知 
Ww) € ACY Ca) sr), 由 图 中 可 知 
u(r) = (secia)u, kr). (12) 
再 利用 图 2. 2. 3 中 的 另 两 个 图 可 得 
(Yew) — V(t) | < Re¥ Cw, u(r) 
< e(Rew, u(r) (由 (10) 式 得 ) 
< e(Rew,) (sec aju, lr) 
(由 (12) RB) 
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yalr}Re wo 一 > : i 


u (r)Re wo 一 一 >: wee u(r Re Y (wu) > 


图 2.2.3 Asr) Aloo) B A200) er) 
< (esec’a)Rew 
< (esecta) |w], 
于 是 有 


(|< Ee + esecta, 
wW w 


& w Hr Sa 趋 于 oo, 即 可 得 


Ylw 
yw) < esec a, 
lw wE S g w 


由 于 的 任意 性 , 即 知 (8) 式 成 立 .于 是 (JC1)=> (C2)， 
(JC2)=>(JC3). 
Si fa] AR w= 7H 4-1. 而 且 当 zz 非 切 向 地 趋 于 1 时 
(1 一 HZ))/(1 一 z)>6, 从 而 Fz)->1, 设 5S 是 DD 中 顶点 在 十 1, 其 
边 与 单位 区 间 的 夹 角 为 a 的 关于 单位 区 间 对 称 的 角 域 ,我 们 要 求 
limg' (z) = &. 


设 5S 为 硕 点 在 十 1, 半 张 角 为 Pachar DAR. 任意 给 定 
se>>0, 由 条 件 可 知 
. gz) ~ 1 = Oe — 1) + giz), (13) 


图 2.2.4 ARSS 


其 中 
' iy fe = 0. 
对 zE5, 设 Cz) 表 示 以 z 为 中 心 , 目 与 靠近 z 点 的 那 条 SHAR 
相 切 的 加 周 ,r(x) 为 CCz) 的 半径 (在 欧 几 里 得 意义 下 ). 从 图 2. 2.4 
可 知 , 对 每 个 zES, 如 果 线 段 [z,1] 与 实 轴 上 的 交角 为 8, 那么 

= sin(f — 8) > sin(p — a). (14) 
应 用 Cauchy 公式 及 (13) 式 可 得 


tony — Lf gp- -il 
POD = rie, Cyd 


_ 1 ôE — 1) + oh) 
Zril ce (二 -一 z)? a 


_ ô dt 1 $C) 
— 2milcw & z + 27S cm CE — apts 


sle. 


1f O 4 


2aijcw E — 2)? 

| . = 6+ I(z). 
因此 ,只 要 证 明 当 z 沿 着 $5 趋 于 1 时 ,1(z) 一 0. 对 任意 给 定 的 e> 
0， mRLES EA BI 1, MAIKO Kel =E. 故 当 = FES SE 
1 时 ， 


OIE Ej plag 


g- zl 
< Es max (l1 tl) 
= See) + |1— zl) 
=e t a 


< ell + ese(f — a)). 
由 :>0 KEBER ES, H e120, h E aT an 
(JC2) 一 (JC3) 成 立 . 
(JC3)=>(JC2)， y; 
E A PE IC3) ARAL 18 Z lime’ (z) 二 pp, 即 对 任意 e>O ERM 
AE w OAS FE R= Res) >0, (HY ES, |z| >R A}, 


(1p— pad| Ke. 
由 于 
7— Fe) _ Pw) — Az) 1 
w- 2 wz = se was 
{积分 沿 着 z 到 w 的 直线 段 进行 ) ,于 是 有 
1 pa) ~ pa] 
<= sup{|9 (0) — pl E [zw] 
se (ES, |z| >R), 
即 知 
Zim? 1—2) = p 


row W— z 


(JC2)=(JC1). 
由 于 角 极限 人 lim EE AHE. 故 有 角 极限 人 img(=) 一 9E 
aD. 特别 地 , 令 = 沿 着 到 w 的 半径 赵 于 和, 这 时 e= ziw 又 记 
Kz) =argplz), N24 z 沿 着 到 w 的 半径 趋 于 za 时 ,9(z) 一 007)， 
Ixo) 1 一 1. 于 是 
7— gz) _ etn — [pz |e _ etn 1 一 | x) | eft 1-- 6090) 


wz d= [zDw w 1— lal 


UR Zhi TEE) p AERA 


sa sp Lleol _ 
o >= Lim ila wy 
而 且 有 2 一 06 证 毕 . 
2.2.2 角 导 数 与 选 代 序 列 


我 们 先 对 p; D+D 的 简单 性 质 作 些 概括 ， 以 便 将 问题 的 重点 
更 为 突出 . 假若 p pD ER, HED AKATI A WA FE 
能 : 

(gH DWH BM. ETA |e’ Co) | 一 1, 由 定理 2.1.8 
知 p 为 周期 的 ,或 {%} 在 由 D 上 保持 p 不 动 的 共 形 自 同 构 组 成 的 
紧 群 中 稠密 ， 

(by)g 不 是 共 形 自 同 构 , 这 时 |g' Cp) | <1, We EE 2.1.11 A 
{GIF p. 

另 一 方面 ,对 于 DA D PATTI p, 若 不 是 恒 等 映 射 , 则 
由 推论 2.1.4 知 ,p 在 DD 内 至 多 有 一 个 不 动 点 .于 是 对 于 8 在 口内 
有 一 个 不 动 点 的 情形 ,p 的 动力 性 态 ( 即 迭代 性 质 ) 是 比较 清楚 的 . 
所 以 我 们 研究 的 重点 应 是 在 DD 内 无 不 动 点 的 情形 , 我 们 将 证 明 下 
面 著名 的 Denjoy- Wolff 定理 . 

定理 2.2.3 如 果 g:D>D EH AED PARIA WAF 

在 w=w(DE3D, 使 得 名 一 mw( 即 名 在 DD 中 任意 紧 集 上 一 致 收 

RF w). 


定理 2.2.4 设 g;D->DD PH. BED 中 有 一 个 不 动 点 总 如 
果 gp 不 是 共 形 自 同 构 , 则 ap. 
其 中 多 (一 站 过 (显然 ,多 + 多 (2) 王 >) 为 万 的 共 形 自 同 构 . 于 是 
J(0) 一 0 H :D-DD KE D HIE SRY. 由 前 段 的 证 明 , {和 办) 在 
DOERR EBL AKATE. 

定理 2.2.4 设 g;D->DD PH. BED 中 有 一 个 不 动 点 总 如 
果 gp 不 是 共 形 自 同 构 , 则 ap. 

证 明 首先 设 p=0, 故 有 poo. 由 条 件 p 不 是 旋转 映射 ， 
由 Schwarz 引 理 可 知 , 对 一切 zE D, lpz)|<lz]. 

固定 0<r<1, 设 Mr) lez) [Elz <r LM KIA, = 
M(r)/r, Schwarz 引 理 知 é<1. > 


_ rz) 
Pz) = Mary’ (ED) 


对 (x) 应 用 Schwarz 引 理 得 yx) S lel ED), HF goer 
FP fir A Eee A de) |< Iz! ED), FE. MEER zErD， 
有 


igtz)| < ED z = lel. 
迭代 可 得 
(RD) og) SP lg.) | Si SH lz] Sor, 
因为 C1, Ba (ge) te 石上 一 致 收 你 于 零 . 
设 pg 以 pED HAAR, p40. > 
$= % Pp" p 
EE 9, (2) =P BIR p © 9 (=H D HI A. 于 是 
40) =0 Ho. DD AE D HAC BA. 由 前 段 的 证 明 , {内} 在 
口 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 零 . 
由 于 Ppp pe p AA R= P e ph p.: TH Ph KATE 
TTA p WNT p. 证 毕 . 
当 不 动 点 在 边界 上 时 , {%) 也 有 相应 的 收 第 性 . 
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定理 2.2.5 Re: DDE w H PHA RAN. MR 9 
在 ww 有 和 角 导 数 , 且 p Cw) <1, RUE RE zE D, SLi p (2) AE OI 
BMF w | 
证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 w= 十 1. 我 们 欲 证 对 每 个 zeD, 轨 
Eia@ ALUM 1. MASSE D 中 的 某 个 透镜 形 区 域 L 之 
中 . 其 中 元 如 图 所 示 . 


图 2.2.5 Le KR 
TSE he WORT, 五 的 像 集 ,其 中 0 二 a 过 1， 


sey +1 1 十 zx 
sey IO Si 


Bwni , 则 它 将 刀 共 形变 换 成 右 半 平 面 =, 且 将 十 1 MR 
"如同 Julia- Carathéodory 定理 的 证 明 过 程 中 采用 的 方法 令 > 一 
za, wE nz, Ø=r o pe r, H GC (C2) BY EFA A, 2% 
5 二 g'(1) 存 在 时 , 则 有 

ReP(w) => TRew (w€ x). 


由 条 件 B<1, 由 上 式 可 知 


Reð, (w) = Š Rew 一 co, 


HODHE LTA a KAF 0 TAT EL EE eT 
对 于 固定 的 we x, 我 们 要 证 {@.(w)) 位 于 L 在 x 中 的 像 集 
内 , 即 在 角 域 


h(z} = (z € D). 


rw) = 


S. = {u E m,argu < a} 
内 , 设 w=, Cw), iE p=dlw,w), BI p Bit e) ROS 
间 的 的 双 曲 距离 . 由 推论 2. 1.1 有 dw 1.) Kpn 0,1,2, 
…), 以 A RRA Pe E ae A 
Wri E Alw, p) = Rew, A, o) + Amw,. 
下 面 的 图 2. 2. 6 与 本 章 的 图 2, 2, 3 一 样 几何 地 描述 w, 和 
Wr HERE. 


A(1,2) 


图 2.2.6 ww 与 wn+1 的 关系 

由 于 Alw,,p) 中 的 阴影 区 域 是 A(1,p) 中 的 阴影 区 域 在 仿 射 

上 映射、 
Aw) = (Rew, w + idm, 

下 的 像 , 于 是 erp Hw. tS.(n=0,1,25°). 由 递 推 关系 可 知 ,对 一 
H azoEzw 十 So, 从 而 都 位 于 某 个 顶点 在 原点 ,关于 正 实 轴 对 称 ， 
张 角 更 大 一 些 的 角 域 中 . 由 此 可 知 对 每 个 zE 万 ,轨道 {9(z)} 不 仅 
收 敏 于 1, 而 且 存 在 0<c<1, 使 得 { 名 (Cz}C7 ER. 

注 在 一 般 情 形 ,如果 了 一 解析 , 且 不 为 恒 等 映 射 ,那么 
有 了 唯一 的 不 动 点 wED, 和 使 得 lg (zw)| 委 1. 这 个 不 动 点 称 为 
Denjoy-Wolff 点 ,这 个 特殊 的 不 动 点 有 着 极其 重要 的 作用 . 上 述 定 
理 表 明 : 如 果 8 在 某 边 界 不 动 点 w ASR. Me’ Cw) | 过 1， 
则 9 在 忆 内 不 可 能 有 不 动 点 ,而 且 此 边界 不 动 点 即 为 9 的 Denjoy- 
Wolff 点 .因而 ,我 们 自然 会 问 ;, 如 果 8 在 万 中 无 不 动 点 ,是 否 必 有 
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wE3D, 使 得 gw)==w, 且 g'(w) 存 在 ?下面 的 Wolff 定理 肯定 地 
回答 了 此 问题 ， 

定理 2. 2. 6(Wolff EH) 设 p;D->D EH, AED PERH 

.点 ,那么 存在 唯一 的 we aD, HEB 

(a) 对 任意 也 中 与 aD AIF w HRP Ho HCH; 

(bw 为 g 的 边界 不 动 点 ， 

Cc)g 在 ww 处 有 角 导 数 , 且 9' (wI<1. 

证 明 先 证 明 aD 上 的 Wolff 点 的 唯一 性 ; 若 z 和 记者 为 
Wolff 点 , 则 可 取 嘱 的 两 个 极限 圆 盘 H F H, tE H 与 3D 相 切 
F w H' 5 aD HUF w mH H A HIF aED, AA pE D 
上 连续 ,w 和 zy 为 Wolff 4A PED CH, AA CH. HAN 
H= {20} A G20) = 2 IK GRAPH. FE p 的 Wolff 点 是 唯 

再 证 明 Wolf 点 的 存在 性 . 在 证 骨 中 将 运用 Julia-Caratheodory 
定理 . H O<p.<1,H 0,71, 2 G,(2)=2,02) e= =p, 时 ， 
lz— (z — DI = BC) | <p, = ț jel, 
由 fi (Rouche) 3278 ,2— ©, (z) 与 h(x)==z 在 口中 与 pD 中 有 相 
同 的 零点 个 数 ( 计 及 重 数 ), 即 有 一 个 零点 . 换 句 话说 ,存在 点 ps 
W A eas E 名 (8p,)==p,; 于 是 点 列 {p,} 有 如 下 性 质 ， 


Apa) = & (1) 
《有 时 称 它们 是 近似 不 动 点 )， 不 妨 设 ( 若 育 必要 可 取 子 列 ) 这 近似 
不 动 点 序列 收敛 于 D EAHA w. 由 51) 式 可 知 
Kp) = Pt ew €D. 
欲 证 w€ aD. ERR wED i PERERA w= 
lime pd =u) FE pE D PHRAK RFF. 由 (1) 式 


“向 ,对 任意 的 正 整 数 a, l2] =p 2p) < Ap) | ot 


1 | Pu | 


<1 
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FRADE HEP RF PA) ,我 们 可 设 

ô < lim Lee, (2) 
从 而 知 KSS, H Julia EE p HETE w AHR SIRS H 
身 之 中 , 且 w 为 pg 的 边界 不 动 点 ,于 是 由 (2) 式 及 定理 2. 2. 2(Julia- 
Carathéodory 定理 },g 在 w WAAG, A cp w=. 

定理 的 (a) 部 分 由 定理 2. 1. 9 即 得 . 证 毕 . 

推论 2.2.2 We: D-D 解析 , 且 不 是 共 形 自 同 构 , 则 gq 在 DD 
中 无 不 动 点 的 充 要 条 件 为 :存在 唯一 的 wee aD, 使 得 对 DD 中 任意 
与 9D AUF w HRA HA A ADCH. 

证 明 ”必要 性 由 定理 2. 2. 6 邯 得 ,下面 证 明 充分 性 : 若 不 然 ， 
WHE PED, 使 得 AP=P i H HE w Fa AHR 
盘 , 且 pG ALK ge A, Bae g HRB ia(@))CH. EE 
FE 2.2.4 A aq) >p IKEA IE. KG 在 DD 中 无 不 动 点 .证 毕 . 

至 此 ,我 们 已 知道 ,如果 ?在 厂 中 无 不 动 点 , 则 必 有 边界 不 动 
点 wE9D, 使 得 g' GORE, E p OSE p (oo)<1, 我 们 又 知 
(PRT w. 但 如 果 和 (co) 一 1 情形 又 怎样 呢 ? 这 方面 还 有 许多 
值得 进一步 探讨 的 内 容 , 从 Wolff 定理 可 知 ,在 w 的 极限 同 盘 中 某 
点 为 起 点 4 的 轨道 ip,(g)} 不 可 能 越 出 此 极限 圆 盘 , 实 际 上 ,这 里 
的 关键 在 于 Schwarz 引 理 . 

定理 2. 2.7( 压 缩 映 射 原理 ) 如果 g: D>D 解析 ,不 是 共 形 
自 同 构 , 而 且 在 DD 中 无 不 动 点 , 则 在 吕 的 任意 紧 子 集 上 一 臻 地 有 
wz) |—1. 

证 明 SUE HA | 9.00) | 一 1. BRR, pC DD 和 子 序列 
{Pa CO) s BABY Root, (0) p. iE z= 9,0), HE 2.1.1 
FAM ch Cenza) } Fete PRR A , PU NF SEP E AK OCOI<1), A 
F oe RAR ME RHEE, 

dp Ap) = limd (zn 12,41) = Ò. 
因为 g 在 也 中 无 不 动 点 , 故 Kp) 关 pp, 从 而 5>>0. RAET 
ARP) ,GP)) = limd (zatira) = Ò. 


因而 dp. p))=d pp). NDO. 出 于 9 不 是 共 形 自 同 构 ,由 
推论 2. 1. 1 知 
AK) Rp) <d(p, Kp), 
ATH. Algo | 一 1. 
B K D PERF. 推论 2. 1. 1 指出 ,8 收缩 五 中 任 两 
KERRIER. FEA 
dR) AO EAdK,0) <1, C#) 
其 中 d(A,a) =inf (d(t,a)2€ A). A 2. 1.1 AY Oe i E BE 
质 (d) 知 ;对 D PRER RSE K, 
lim infd(p, gy = 1. 


{gl-+1” PE 


于 是 ， 对 万 中 紧 集 xD(0<r<1), 由 |%(0)|1->1 RC * ARAM, 
AK) DEF ad. 因为 若 不 然 ,可 知 (* ) 式 的 左边 趋向 于 1. 这 是 
不 可 能 的 . 证 毕 . 

为 便于 查阅 ,我 们 将 本 节 中 有 关 反 映 角 导数 .不 动 点 和 迭代 序 
列 收敛 性 之 间 关 系 的 定理 作 如 下 总 结 ， 

22.2.8 GARNER) 设 gq: DD ARTA. ARE 
椭圆 型 自 同 构 . 

(a) 如 果 p 有 不 动 点 pED;, 则 |g Cp)|<1, 而 且 wep 


OMR pE D 中 无 不 动 点 , 则 存在 wE€3D, 使 得 & 一 ws 而 


(Dw 是 9 的 边界 不 动 点 

(ii)8 在 w 的 角 导数 存在 ,日 p wS 

《c) 反 之 ,如 果 ? 有 人 边界 不 动 点 w E ow )<1.M gD 
中 无 不 动 点 , 且 w 即 为 pg 的 Denjoy-Wolf 4; 

(OMR wE ID E pH Denjoy-Wolff 点 ,月 yp' Cww) 过 1, 则 对 
任意 zE 万 ,其 轨道 {%(z)} 非 切 向 地 收 黎 于 w. 

证 明 (a) 由 定理 2. 2. 3 即 可 知 ， 

(b) 由 定理 2. 2. 6, 存 在 边界 不 动 点 wE 3D, 使 得 对 在 处 的 

RRM HA KH)CH;9 在 ww 有 角 导数 ,而 且 p (ow) 扫 1. 故 只 


个 号 


要 证 明 aw. 
MAEM ATER KCD RE w 处 的 极限 贺 盘 AR KO 
H. AE FE 2. 2. 7,9 CK SRIF IB 3D, 但 由 定理 2. 2. 6 ,多 (天 )C 


k 
H. 故 一 zw. 
Co) WR w A 9 RAR. H gpw 由 Julia- 
Carathéodory 定理 知 
awl, 
—r 


lim 2 


r=) 


所 以 ， 根据 Julia 定理 ， he we RME H, QAH)CH, AE 
ie 2 2.2,9 在 DD 中 无 不 动 点 ， 然后 利用 tb) 中 同样 的 方法 ， 可 证 多 


rw. 于 是 上 为 Denjoy- Wolff 点 ， 

《d) 由 定理 2. 2.5 即 得 . 证 毕 ， 

注 一 般 来 讲 ,p 可 能 有 无 数 个 边界 不 动 点 .其 中 有 些 可 能 有 
有 限 角 导数 . 上 述 的 结果 指出 在 这 些 边界 不 动 点 中 ,至 多 有 -- 个 可 
能 有 小 于 等 于 1 的 角 导 数 . 而 在 其 他 不 动 点 处 ,即使 其 角 导 数 存 
在 , 则 其 角 导 数 必 大 于 1. 但 究竟 有 多 大 ? 我 们 可 给 出 一 个 定量 的 
估计 . 为 方便 叙述 ,我 们 不 妨 设 的 Denjoy-Wolff 点 为 6 或 1. 

为 给 出 ?在 不 动 点 处 的 角 导 数 (或 导数 ) 的 大 小 的 定 董 估计 ， 
我 们 需要 下 面 的 重要 引 理 . 

引 理 2.2.2 Bg ADHERAR, Regi >o, LK a, 
Zar s Zn 是 单位 圆周 上 的 点 ,使 得 g (z) =œ, Hi = 
lm 5p (r=) ,那么 
h(z) = g(z) 一 ea 
满足 Reh (x) 20. 

证 明 参见 [Cop82], 

定理 2.2.9 Ket D PR. A XK DICD. VB zorzi sz 
为 8 在 五 中 的 互 不 相同 的 不 动 点 . 

(1) 如 果 mm 一 0, 则 


=7Q 5 


53 1 < Re ! + g' 0) 
j=l g' (zi) —_ —g (oy! 


DME z= H p< 
l oy 1 g (1) 
2 TOPSET AE 
OME ADT 划 


FGI = É < R|], 
而 且 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 在 情形 (1)( 倩 形 (2? 或 情形 (3)) 时 ,9 为 
n 十 1 阶 Gr 阶 )Blaschke RE. 
证 明 (1) 设 


g) = Leeg Zt 2) 


— zp) z— gz)’ 
因为 mm 一 0( 即 0 为 Denjoy Walt ORR = gz) TE D HRH H. 
DRA DZ FMA Reglz)>0(cE D). AF 
im fas) = tn FE ss 
im ERD Ar 
preeu 1 十 > rz; 一 rz;) piz) OO— 1 
于 是 ， 由 引 理 2. 2.2 知 


A(z) = tee - Do (z) 一 O 1%) air 
“有 正 实 部 , 令 z=0, 有 - 
Re tee 一 > Cg' (z;) — 1)-! = Reh(0) > O, 
即 
> 1 < Re Ltg 
gep- >~ — g'oy 


若 (1) 中 等 式 成 立 ， 即 有 Reh(0)=0. 向 最大 村 原理 可 和 Reh {xz})= 

0, 从 而 h(x)== 胡 ,其 中 Pp 为 实数 ,因为 yx0) 一 0, 由 推论 2, 1.4 9 在 

. 力 中 至 多 有 一 个 不 动 点 , 故 |z | 一 1G 一 1,2,… sn). 从 而 当 |z|==1 
时 ， . 
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ate _ 


2; 


而 这 时 角 导 数 gp! Cz) > 0. 所 以 
S@@)—p7 ' 


j=l 


为 纯 虚 数 . 于 是 , 当 |z| 一 1 n, LEERD y 加 


lOD =L e=. 因为 ON n RUN ABM Hk 8 为 3 
+1 阶 的 Blaschke ÆR. 反之 ,如 果 x gz) 34 n BAY Blaschke BE 
积 , 则 在 aD EF a 个 不 相同 的 点 z ;22，"…，24， 使 得 z ‘he ERE 
点 上 取 值 为 1, 即 有 pe) 二 zj(j 一 1,2,… ,0). 而 且 , 如 果 h(z) 如 上 
所 设 , 那 么 Rep(z) 一 0(lz| 一 1), 故 有 Reh(O)=0. IC) PES 
w. 


| =r1t+Ar) _ py 一 1 
2) 根据 引 理 2. 2. 2 及 由 条 件 lim n ar) = (1) 71>1, 


Wf (zy = FFE — 1 二 有 正 实 部 设 g(z) = Fh 
Reg(z)>0. A Æ zi 2," sz 是 pg 的 不 动 点 ,而 且 zy ~1G=1, 
Zyn). H g 的 定义 可 知 gl2i)=o007=1,2,.,n). iit A. xf 
JH1s2.>+ 50 

ltr ol jm Liri ira 一 -ita 


多 +z ， 


9 
Zoaz 


im TF az) Irl gez) 1 — rz, 
= lim 201 + nD (pre) — rz) Aip izp — 1) 
wr AN — gre) —re) M z|? 


记 


=g Y lloa gtz 
h(z) = g(z) 2 Alp (z) — 1) z, =z 


由 引 理 2. 2. 2,Reh(z)>>0. 由 Harnack 不 等 式 [Con73]， 
1 一 |z| 
Reke) > F Jaj eho) 
因此 ;对 0<r<1 ,有 


Reg(r) _ 3} fl — zl? ltr 
-l-r 4C9' (tz) — 1) jz; —r|? 


j=l 
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1 
> g pRO. (*) 
XA 
l-r _ ter) 1 十 
ey ima kes OET 
一 281(1)-! 一 2， 


在 (* ) 式 中 令 >1- , 则 可 得 


PD) 
2(1 — 9'(1)) > TE = 2 到 Reh(0) 之 0， 


即 一 
-有 《1) 
D>) Fern <i ga 
KTF ERLA, FL PS DLA ETE. 


(DAF zx 一 1, 且 多 (1) 一 1， 则 与 (2) 的 证 明 一 样 可 得 (x* ) 式 
成 立 . r= 0, 由 (x ) 式 可 得 


Reg(o) — 3° ween iz) op = RAO > 


因为 (0) 一 ian 1) =H gop] ,于 是 有 


g j=l 


j= 2 l/l? 
yet Haye 1 © Reg (0) = 2Re| 55 — 1}. 


HEHE. 
推论 2.2.3 设 gp:D->DD 解析 .如果 1 和 一 1 为 g 的 不 动 点 ， 
则 有 
gp lD) 
证明 在 定理 2 2.9 的 (2) 中 ， — 1,z0 二 1,z%% 二 一 1; 则 有 
Ty a Se 
¢(—-1)-1 ~* p'a)’ 
这 等 价 于 pg' Dp nL 
注 事实 上 ,在 推论 2. 2. 3 的 条 件 下 ,我 们 可 有 
?Wo D> sup [1+ gS iy |: 
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证 明 参 见 L[Cop821]. 
$2.3 HBT S gpg. f 


本 节 中 ,我 们 要 研究 与 DA D PAHE AR 2 相关 的 函数 方 
2. 我 们 将 证 明 ,9 可 与 一 个 线性 分 式 变换 相 编 绕 . 于 是 ,可 将 关于 
7 的 问题 的 讨论 转化 为 关于 某 个 线性 分 式 变 换 的 相应 疝 题 的 讨 
论 , 而 这 时 一 般 来 说 要 更 容易 解决 . 特别 地 当 ee) = Ae A fo ge 
g e F BAR Schröder FF f ° p=Af. 对 Schroder 方程 的 研 
究 直 接 与 我 们 要 研究 的 复合 算 子 的 特征 值 相关 , Ra E 
f° 9 一 5。 [的 研究 ,对 复合 算 子 理论 有 着 极为 重要 的 作用 ， 


2.3.1 me 


对 于 函数 方程 1。g=g。f( 其 中 yg 和 g 是 给 定 的 ,f 为 未 知 
MSO. 4 pH c 任意 给 定时 间 题 是 很 难 讨论 的 , 我 们 所 关心 的 是 
9 为 DD 到 DD 中 的 解析 函数 情形 .Cowen 于 1981 年 建立 了 反映 9g 与 
某 分 式 线性 变换 之 间 缠 绕 关系 的 定理 (类 代 模 型 ). 

为 叙述 和 证 明 Cowen 定理 , 先 引入 一 个 函数 的 基本 集 的 概 
您 : 设 少 是 区 域 A 到 A 中 的 映射 .如 果 站 是 A 中 的 开 集 ,连通 且 为 
单 连通 子 集 , 使 得 wYICY，, 而 且 对 入 中 的 任意 紧 集 到 ,存在 正 整 
HON (EE 办 (天 )CY, 则 称 Y 为 % 关 于 和 的 基本 集 . 

下 面 的 引 理 给 出 ?的 一 个 基本 集 , 这 对 我 们 的 主要 定理 的 证 
明 是 需要 的 . 

引 理 2.3. 1 i p:D—D 为 解析 映射 ,a 为 9 的 Denjoy-Wolff 
点 , 如果 (a) 40, WFE 9 关于 万 的 基本 集 了 ,使 得 TEV ER 
叶 . 而且, 对 某 点 € Ds BOA (Ceo) AED ARF a, 则 可 选取 
,使 得 它 包 含 所 有 顶点 在 a KAR 89(8<<x) 的 小 角 域 . 

证 明 如 果 Denjoy- Wolff 点 a€ D, BA 0<\¢' (a) |<1, A 
取 e>>0, 使 得 0<e<1— jal, BRA Vs lz: |z 一 a| 二 e} 满 足 
ANCV, A ?在 了 上 单 叶 , 由 Denjoy-Wolff 定理 知 ,V 为 Y 关 于 
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D MERER. 对 于 eC aD 的 情形 ,V 的 构造 比较 复杂 ,为 节省 篇 
幅 , 此 处 不 详 证 ,有 兴趣 的 读者 ,可 参见 C. C. Cowen 的 文章 
{Co81], HEHE. 
. 利用 此 引 理 ,我 们 可 证 明 下 面 重要 定理 . 
-定理 2. 3. 1 迭代 模型 定理 ) e-D-D ey, ARE DA 
共 形 自 同 构 , Mik a 为 的 Denjoy- Wolff 点 , 如果 9! (a) 40, WH 
在 9 关于 万 的 基本 集 Y 及 一 区 域 Q( 复 平面 或 单位 圆 盘 ),Q 到 有 
上 的 线 任 分 式 变换 及 D 到 0 中 的 解析 映射 ,使 得 pg 和 o 在 V 
LEH Vy SKF OWBAR, MA Os cme eMC 
ABP OB) 2 Ea eeye sy Rae RREN OY FE 和 
5 仅 与 9 有关, 与 基本 集 T 的 选取 无 关 ， 

证 明 因为 9(e) 关 0, 引 理 2. 3.1 指出 :存在 p 关 于 万 的 基 
本 集 了 ,使 得 8 在 了 上 单 叶 . I RHA AM © BER 
RHPA DAD LHH wv. | 

(DORRAN 多 的 构造 . 我 们 要 定义 一 个 点 集 De Db 
BUT) RS D 以 解析 结构 . 为 此 ,我 们 先 对 gp 在 V 上 的 作用 
作 些 分 析 . 在 V 中 ,有 些 点 可 能 不 是 8 的 像 点 ,有 些 不 是 p。p 的 像 
点 ，…… 有 些 可 能 不 是 9 的 像 点 ,…. 粗糙 地 说 ; 纱 是 通过 * 粘 合 史 
中 那些 在 的 像 集中 的 点 的 (抽象 ) 原 像 而 成 的 . 

设 min 为 整数 ,w,zEV, 若 存在 整数 kb Smax{—n,—m)), 
使 得 9..(2) =G40(w) , 则 称 (z,2) 与 (ws,rm) 等 价 , 记 为 (z,n) 一 (zx， 
m). 由 于 ?在 了 上 是 一 对 一 的 ,于 是 对 任意 不 小 于 一 ”和 一 内 的 下 
MR Atn) = Rtn w HAL el) =—Ginlw), 可 验证 一 为 
点 对 间 的 等 价 关系 . 以 [(z,n)] 表 示 包 含 (x,n) 的 等 价 类 , 设 

多 = {[(z,n)]|z E Vin 为 整数 }， 
点 对 (z,m) 可 看 作为 PONER. 

在 多 上 引入 Hausdorff HF). WR U 为 V 中 的 开 集 ,n 为 整 

Kid 
HUE = {zn lz E U}, 
我 们 可 证 {Br} 构 成 D BYR Hausdorff HF RAE 2," =[(z,, 
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mj )4,j=1,2,H 2° Ax". & k=max{—n2,,—2}, HF (zn) ~ 
CHRE — k) W 2," = [C feen, Cz) A 2" 4a”, RA 
Ain (21) E Rta, (22). 在 了 中 选取 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 Z, 和 
La 使 得 gu (DEÜ, Arn (22) EU BA BA B03 分 别 为 
a" Al 2," ABB, BAAD. Ew” E OO) Oem: Bw" 一 [ (ww， 
m) =Car sm) KP w EW G=), TE 
Fitm, (w) = Prtm, (2), 
Hp k=max({—m,,—m,}. A UY =U ,车 
了 == Per (ty) 门 Arnr(w2), 
R A ULCUS NUH, H w EU FR USES 上 的 革 
Hausdorff 拓扑 的 基 . 
在 D EZIAN. E 多 上 引入 如 下 的 坐标 映射 CV 
a, 
C,(z) = [ien] E V. 
因为 pg 在 V 上 是 一 对 一 的 , 故 可 知 上 映射 C,(z) 也 是 一 对 一 的 . 易 知 
C, 连续 . LAV EARE H, Z 为 Hausdorff 拓扑 空间 . 故 C, 是 V 
到 .C,(V) 上 的 同 胚 . 如 za 一 z 十 2 其 中 1 之 0, 那 么 CaiC, 在 了 上 有 
定义 ,而且 
Ca'C (2) = Co ( [2,8]) = Cai( [Cz,m + DJ) 
= CPER m] = a), 
CoC, EV 上 解析 . AF a EV 上 是 一 对 一 的 ,CriC。 一 下 1 在 
9tV)} 上 有 定义 ,而 且 解 析 . 于 是 多 在 此 坐标 映射 系 下 为 黎 曼 曲 
ia. 
多 是 单 连通 的 . 设 y:[0,1 二 > 红 是 一 闭 曲 线 . 由 于 7([o9,1]) 
是 紧 的 , 故 可 取 整 数 ”使 得 7(L0,1 了 在 开 集 C,( 丰 中 .但 是 CCV) 
5V AE m V 是 单 连通 的 ,因此 7 是 CtV) 中 的 零 同 伦 , 从 而 可 
知 多 是 单 连 通 的 . 
多 不 是 紧 黎 曼 曲 面 . 设 U 是 VV 中 具有 紧 闭 包 的 开 子 集 ,n 是 
某 固定 的 整数 ,zEV 但 za, > n" =[Cz,—k)],2=1,2,3, °°, A 
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n EUI 表示 xzE QU) > —n) MAB p EU LAKAT 
atz 于 是 序列 {z%%”} 至 多 有 有 限 多 项 在 任意 具有 紧 闭 包 的 邻 域 
中 , 故 无 收敛 子 序列 ,因而 ZREZKI. 

因此 , 黎 曼 曲面 2 解析 等 价 于 复 平 面 或 单位 圆 盘 . 

CEDOM © Al x. G rV OF (2) =le 09] 2 EV. & 
P22 WMF: 

P22) = [KoD] [zn E Z, 

Fy Mn AY ERK, BA. 由于 [zn)]==[Lp(z),n 一 
D]SE Cen- DDD KY WDA D EAA. 显然 ， 
VWer=zrog | 

如 困 下 为 多 中 的 紧 子 集 , 则 可 找到 ,使 得 KCCCWV) 且 
POCO R xr(V) 为 罗 关 于 多 的 基本 集 . 

(ER D, 及 区 域 0. 我 们 已 注意 到 黎 曼 曲面 Z 解析 等 价 
TAHAR FH, LEKRA NA H ZAA LORRA 
H pG VO ampe nr O A= h D=o: Y o'. AMG 
e038 A EAR A ES ER) a 为 了 到 了 中 的 
MIRE 0 Vy © AR, H De =g 

下 面 ,将 ¢ 延 拓 到 万 上 . 令 of) =O_(olgtz))) Hf n BE 
分 大 的 整数 ,使 得 (2z)EV,®_, 为 @-" 的 n 次 迭代 .因为 对 任意 正 
整数 ki aoe plal (2EV) A MRS QADEV 
Hm=ntek BA 

P nlala lE) = B_,(O_,(o(AG@))))) 
= p lolp lt). 

故 这 样 的 延 折 是 确定 的 . 又 因 Da Ho ERRA. H Oe 
0 到 如 中 的 映射 , 故 延 拓 后 的 函数 将 是 D 到 人 0 中 的 映射 . 

为 证 唯一 性 , 设 交 为 9 关于 刀 的 基本 集 , 使 得 GEV 上 单 叶 ， 
他 ,各 和 5 为 前 面 所 得 的 相应 的 区 域 和 上 映射, 民 = {zp9(0)10 seS 
1), 则 天 为 紧 的 连通 集 , 且 对 每 个 W，U aO 是 连通 集 . 因为 Y 和 


人 都 为 9 的 基本 集 , 故 存在 整数 使 得 RC&) CYNT RW RV 
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站 多 的 连通 分 支 , 且 Uae) CW. BRW BROKE DHEK. 
因此 ,olw) 和 cw) Sy DEF OM SKF OA HEKK. Gr: 
N+ OA c(z) = Golo (G,(z)))) Hn BHA SH, E 
得 名 (z) E W. HF Se) € Wop HERR. MA 
Gt, CECT B) = BA, COC, (a7 8, (2))))) 
l = (B; alp T (D2)))))) 
= Pr (al (D, 2), 
故 r(z) 是 确定 的 . 易 证 + 为 0 到 外 EA) Morey. 因此 =i, 为 
TARER Sar Oe rT APM =r e o. 证 毕 . 

下 一 节 将 对 一 些 特 殊 的 线性 分 式 变换 更 ,给 出 Schroder 方程 
的 完备 解 集 ,并 利用 上 述 定 理 对 一 般 的 从 也 到 也 中 的 解析 函数 9 
aR HH AF. 

注 在 和 迭代 模型 定理 (这 定理 首先 由 C,C. Cowen 给 出 , 故 也 
称 为 Cowen 定理 ) 中 ,我 们 已 证 明 区 域 O 和 函数 名 在 差 一 个 共 形 
自 同 构 的 复合 的 意义 下 ,是 唯一 确定 的 ,而 且 仅 与 9 有 关 . 自然 地 ， 
如 果 给 定 -p, 我 们 要 知道 人 是 什么 区 域 ? 惠 是 怎样 的 一 个 分 式 线性 
变换 ?通过 对 不 动 点 的 考察 ,我 们 可 定义 o 在 Denjoy-Wolf 点 a 处 
的 值 ,使 得 a 在 VU {a} 上 连续 ,而 且 旭 和 杰 襄 分 为 下 列 四 种 情形 ， 

情形 1.:2=C, ola) =0,0 Ole) 二 sx, 其 中 0< |s|<1; 

情形 2:0=C,ela)=0, H Oz) =z41; 

情形 3:0=D,o(a)=1,H8 


(l+sz+(C1—s) 
(l—s)ze+C1+s)’ 


情形 4,0=D,e(a)=1,H8 


O+202z—1 
2 一 1 士 27 “ 


从 上 述 定 理 的 证 明 可 发 现 ; 如 果 pED 为 多 的 不 动 点 ,那么 p= 
AL@w) AP. DIB VED ERA, B C n~ 
Ken). 因而 z 为 gp 在 V 中 的 不 动 点 .反之 ,如 果 otk DPE 
他 不 动 点 , 仅 有 Denjoy-Wolff 点 ,这 时 aEV,(a,n) 一 (ay 加) 对 一 


«784 


P(z) = Os ls 


Sz) = 


切 整 数 n 和 mx 成立, 因此 [(a,n)] 为 轨 在 绝 上 的 不 动 点 ,p= 二 
Mlan DE D ER RATAA AZ oE PAETAE 
4 pE D PAAB IA AX, O ARS A oCa). 

另外 ,上 面 提 到 的 四 种 情形 ,在 实际 上 都 是 可 能 出 现 的 ,对 于 
情形 1.3 和 4, 我 们 可 取 p=, ole) =r IG 2, 我 们 可 取 gCz) 
=(1+2)/(3—2),0(2)=(1+z)/(—2). 

”对 给 定 的 g;:D 一 DD, 确 定 上 述 四 种 情形 中 哪 一 种 情形 发 生 将 
是 一 件 转 难 的 事 ,但 我 们 有 如 下 的 一 些 结果 : 

定理 2.3.2 he SAM OMEH 2.3.1 中 所 给 出 ,那么 f=C 
E= sr 当 且 仅 当 Denjoy-Wolff 点 ED H g (a)=s. 

证 明 上述 四 种 情形 中 , 仅 情形 1 中 的 盏 有 不 动 点 . a © 
在 如 中 的 不 动 点 对 应 于 zp 在 DD 中 的 不 动 点 , 故 情形 1 发 生 当 且 仅 
当 a€D, 这 时 = 在 a 处 解析 ,又 因 a EV EE, o CaA. 而 

d lap (a}=a' (gla) dg (a) = (o e p) (a) 
=(< o)' (a) =P (ala) o (ad =so' (a), 
因此 p Ca) =s. 证 毕 . 

引 理 2.3.2 i ¢:D-D 解析 ,a€9D 为 9g 的 Denjoy-Wolff 
A. MRM WED, ig Ce) FEV MAR F az, 那么 对 任意 紧 
FR KCD AG CK) EVA HR a. 


证 明 因为 W=z(4)4 寺 = 将 也 映 到 右 半 平面 Ret>>0 上 , 且 
将 a 映 到 oo, 邻 


a 十 alw 一 1) 
Pw) Rant) Tr pr Cw) 
3 A wi 


Nev pD ARTESA FEA PHB. 
如 果 二 zx 十 iy,a 一 x 十 名 ME | Ea E rL RS 
reug r +r) |yfsiolt2re(1—-r)7, 
因此 | 之 |< +2) a=. 
若 对 某 点 2, (Rezo 0) GC zo) TED HM Fo, BY : 若 记 
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TU 
u 


Pa lza) =2 = Ly H iyn 
则 对 一 切 正 整 数 4, | 之 2| <M<oo, 


如 果 K 为 右 半 平面 中 的 紧 集 ， 那么 存在 正 数 zt0<r 过 1) ,使 
得 对 一 切 ze K, 


Z Zo 


z+z, 
故 由 定理 2. 2. 1 (Schwarz-Pick 定理 ) 知 ,对 一 切 c<€ @(K) ,有 


rs 


由 上 述 可 见 ， 如 果 对 某 个 n,z= ative AK), me || <cat 
2)(1 一 r)-?. 因 此， (CK) AED HIG Fo, 证 毕 . 

定理 2.3.3 设 罗 人 , 鱼 和 如 定理 2. 3.1 中 给 出 . VB 
Denjoy-Wolff 点 a€ 3D, MI BHE a 点 定义 9 《z) 的 值 ,使 得 w (= 在- 
DU {a} ES BE m EDD, 使 得 { (my)) 非 切 向 地 收 化 于 wa, 那 
4, a 

» & (o(a))= limp" (ra). 

证 明 如 果 U 是 单 连通 区 域 ， Beu, 设 Gre MRR U HY 
8 为 极点 的 Green AR. 在 此 定理 的 证 明 中 ,我 们 将 要 对 六 和 c(Y7) 
的 Green 函数 作出 估计 ,并 证 明 

9 (a= lim[Gv (A0), P ]* 


= lim[GV) (D, a0) ,0(8)))T* = P (o(a)). 
我 们 先 回顾 一 下 关于 Green MAHA ER: 
OWE U 为 单 连通 区 域 ,W 为 UU 上 定义 的 单 叶 映射 ,那么 

Gula P =Gu(U) CW (2) WCB); 

GI UCW I Gu(z, MLG D 

GDM K AU 的 紧 子 集 ,8,F EK, 则 存在 常数 C, AC, 
得 CyGu (zs B)<SGr (2, BIKC.Gyl2s8) EK). HEL, az aa 
于 ad 中 的 某 点 , 则 
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lim [Gu (2, ,PF = lim [Gy (zn ))* ， 
由 此 可 知 ,这 时 极限 与 极 点 的 分 布 人 情形 关系 不 十 分 密切 . 
不 失 一 般 性 , 设 a=1 s= lim 9 (r). 

”对 于 p>0,0>0, B so (2) le—1|<p, larg(1—2) |<8). # 
9 如 定理 条 件 所 述 , 旦 对 某 点 2 ED, lal AERIS 1. 由 
WH 2.3.2, R2=—0 且 记 8 为 使 得 对 一 切 轨 名 (0)Ese 的 最 小 
A. 由 引 理 2. 3. 1, 存 在 ?的 基本 集 Y, 且 使 了 包含 所 有 项 点 在 a, 
张 角 为 &60<6<x/2) 的 小 角 域 .于 是 ,对 任意 8 人 <O< 了, 可取 p 


>0, ff S=5, CV. 对 某 点 p ES, 有 
i Grle P Gs lz, 8) - 


1—z 1—2z\8 1 一 rið -t 
R a] | 
Ae. (O) } 非 切 向 收 伍 于 ERR CE Gla 82> 
Cl1—9,(0) | 如 ,又 由 Julia-Carathéodory 定理 ， 


= log 


koa 


(I 一 C0) 
Cl — @&(0)) 


lim {1 — g(0)|* = im[ TT 
因此 ,对 任意 BEV ,有 
lim [Gy (@,(0) D] > lim[Gs(g,(0) pT 


1 
=s. 


> lim[cl1 -pO |)" = 5" . 
因为 上 式 对 任意 0O <IRE EREA 
tm [Gr (p60) ,8) ]* 2s . 
AHH VCD. & Gr, PKG p), H 
lim [Gy (e0 DIS lim[Gp(9,(0) .0)]* 


81 =， 


< lim[— log|g(0)|]* 
= lim (1 一 leo) =s. 
于 是 当 和 迭代 序列 非 切 向 收敛 时 ,lim[Gv(4(0),p) 卫 一 ， 
车 9 如 定理 所 设 , 且 9' 可 在 z==1 处 补充 定义 ,使 得 8' 在 DU 
{1) 上 连续 ,那么 ,如 果 {m(0)} 最 终 会 落 入 在 z= 二 1 处 与 37P 相 切 的 
任意 小 贺 盘 之 中 , 则 我 们 可 取 基 本 集 V HME A= (z: |z 一 r | 过 1 
=r} ,其 中 oaral. 因为 
1-2z 
Tt 一 


上 一 六 


G,(zsr)=— log 


kd 


RA 


ił 
-aO | =imiego n]. 


im | log 
显然 ,对 充分 大 的 有 


一 0 
z707 h- EL| ]<- tog 


2 工 一 


1 — a0) 
1 一 了 


如 果 0<s<1, 那 么 (9(0)} 非 切 向 收敛 且 存在 常数 C: 和 Cs, 使 得 
1-1 | <el nc. 
McA FT UE lina [Gr (g, (0) 7) ]* = lim |1 一 &(0) |1 =s. 另 一 方面 ， 


如 果 s 二 1, 则 { 吕 (0)} 未 必 为 非 切 向 收敛 . 于 是 前 述 方法 未 必 有 效 ， 
可 是 ,.(0) 是 尿 步 减 小 且 在 z=1 处 与 3D 相 切 的 一 列 圆 盘 中 , 故 


有 常数 ,使 得 cl1 一 gC0) <1 BO | ,于 是 有 
lim[Gy (0) sr) lm |1—g,(0) |=s=1. 
又 因 前 面 已 知 lm[GvCq(0) ,>)]#<1, 故 我 们 有 
lim[Gv (60) Jt =s . 
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另 一 方面 ,如 果 {9 (0)} 不 最 终 落 入 在 z=1 与 aD 相 切 的 小 图 
盘 中 ,那么 1 D=1 为 方便 起 见 ,我 们 可 将 8 看 作为 上 半 平 面 到 
土 半 平 面 的 映射 (这 只 要 作 关 于 某 分 式 线性 变换 的 复合 妈 可 实 
更 ), 而 且 以 ce 为 不 动 点 . 由 引 理 2. 3, 1 知 包含 任意 宽度 的 半 带 
形 ,于 是 可 如 同 下 面 情 形 2 和 4 的 证 明 得 

lim[Gr(g(0), AY =1=¢'(1). 

FMR IRAE OMA 由 定理 2. 3.2, RITH = C 和 
6(z) 二 sz 的 情形 . 

若 为 情形 3.0-—D, HUET 3,0<35<1， 


(1 二 +5)zt+ (ls) . 
(l-sjze+(1+s) 7 


因为 ov) 为 外 关于 也 的 基本 集 , 对 于 任意 接近 x/2 的 06,ctv) 包 全 
So 如 前 所 述 ,可 证 

© Fim [Gravy (@,(6(0)) 08) ]* = (1). 
车 为 情形 2,0=C,H O@)=2t+1 WEBER z fl y b> 


Sz)= 


0, 设 
Rys= {z|Rez>2,y—b<Ime<_y+5}. 
因为 <(7) 为 多 关于 的 基本 集 , 对 给 定 的 可取 A y E R 
= 及.,,wColV) ,对 适当 的 A MAAR E. 
Gr(®,(6(0)) P) = Grin + 000), f) 


— log [sinh| 5 ana 十 e) 一 1 |]| sinh z" + e) + 1] | . 
通过 仔细 计算 可 得 
Tim [Gon (@,(0(0)) ,0(8)) < lim [Gan + a0), P]: 


因为 & HEBER KA 
lim [Gum (@,(0(0)) ,0€2)) #1 
同 前 面 一 样 , 可 知 此 极限 等 于 1, 即 等 于 多 (00). 
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ARE 4,0=D,H 
(Q t2i)z—1 , 


Plz) = 51 天 
利用 映射 p(x) 一 土 i(z 十 1) (z 一 1)-! 将 此 情形 转化 为 上 半 平 面 ( 取 
负 号 时 ) 或 下 半 平 面 ( 取 正 号 时 ?上 的 平移 , 即 p. De o =r 
L ,利用 类 似 上 述 情 形 2 时 的 计算 可 得 
lim [Gav (®,(6(0)) ,(8)) #=1=9 (1). 


综合 上 述 计 算 .Green 函数 的 映射 性 质 以 及 等 式 (9 (0)?) 一 
多 .C040)), 我 们 得 到 所 需求 的 结果 


s= lim [Gy a0, A] = lim [Gan (Ø, (ot0)) ,ea0p8)) ]> 


= # (ala)). 
证 毕 . l 
由 此 定理 立即 可 得 下 述 推论 . . 
推论 2.3.1 如 果 g:D 一 DD 解析 ,a€39D 为 g 的 Denjoy-Wolff 
点 ， 而 且 lim 9 (ra =s<1, WAR =D;B(z)= 二 [tl1 十 s)z 十 (1 一 


s)j[(1— pet ater. 

证 明 RE HE 2. 2. 5, 如 果 :一 8 (o@)<1, 则 {9(0)} 非 切 向 收 
Ot. 由 定理 2. 3. 1 可 知情 形 2 发 生 . 证 毕 . 

对 应 于 O<s<1,4 aE DD 时 , 则 情形 1 RES cl =1 时 , 则 
情形 3 RE. 当 ;=1 时 ,要 区 分 情形 2 还 是 情形 4 发 生 , 下 面 定理 
指出 ;{%(zo)} 的 非 切 向 收 钱 性 保证 了 情形 2 RÆ. 

定理 2.3.4 if 9: D—-D 解析 ,gp 的 Denjoy-Wolff 点 a€ ap. 
且 补 充 定义 p Ca) = 1 后 可 使 得 8' 在 DU {a} 上 连续 ,如果 对 某 点 
2oE 万 ,序列 { 旬 (za)} 非 切 向 地 收敛 于 a, 则 定理 2. 3.1 中 由 gq 得 到 
的 区 域 0 为 复 平面 . 

证 明 由 定理 2.3.3 知 久 (q(a))=y'(a)==1. 故 只 能 情形 2 
或 4 发 生 . 我们 将 证 明 ;车 取 情 形 4, 则 对 DD 中 任 一 点 x (ala) 
不 能 非 切 向 收 但 于 a 

在 给 定 的 条 件 下 ,我 们 可 取 9 的 基本 集 V 为 在 a 处 切 于 aD 
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HRA, mE o 在 一 个 稍 小 的 这 样 的 图 盘 的 边界 上 ( 除 a 点 外 ) 解 
H. KAT a=1,V =D H. a 在 3D\{1} 上 解析 而 不 失 一 般 性 . 

设 0==D,B(z) 一 [(1 一 227z 一 1][z 一 1 一 2 | CAN AG 4). Al 
”用 映射 pC(z)==i{1 十 z) (1 一 z) ! ,我们 将 此 情形 转化 为 上 半 平 面 上 
AER Bid =p. Ss op '(2=e+1. ap e o lof DRKS 
在 上 半 平 面 上 的 基本 集 ,而 且 ,7。 p= S > 6,0 将 3D\{1} 映 成 上 半 
平面 的 一 条 解析 曲线 . 因为 VA P EER P= {e*| 一 x 
<b<0)，c(P) 最 终 要 低 于 上 半 平 面 中 任意 平行 于 正 实 轴 的 射线 ， 
于 是 5 站 是 一 条 切 于 正 实 轴 的 曲线 . 

E hS Argl (1-2) (1+2)']+2/2, Aw” D EAE 
BR, HAT) =0, kT =r, HI = le" l|0<b<r), MEY 
D HE — AH ER EG lim 7 (2) = 1 RZ ,与 区 间 ( 一 1,1) 在 


2 一 1 处 构成 一 个 角 8 当 且 仅 当 limh(YC2)) 二 9 一 他 ,我 们 要 证 明 ， 
对 任意 vE D, limh (ale) =O, Bs (和 (so))} 与 开 相 切 地 收敛 于 


l. , 
£ 
对 于 正 实数 工 和 上 5, 设 
Rs,={z|Rez>zx,0<Inz<6}, 


oz) = grake) 一 Arg[ cosh] 至 Ce 一 | 一 1 | ， 


则 e@QA RELA ERA ee. AS z 为 实数 月 >r hfg) 
二 0, 当 为 3R,.; 的 非 实数 点 时 ,gl2) = 二 =z, MAC) Hho (2) ,2 
EalV). 

若 nED,A oz) —at iB. b> ek Mz AK, EB coe, 
射线 {z|Rez 六 zx,Imz 一 86} Ca(V). 而且 线段 {zx|Rez 一 + 0S Ime 
HB oI RA. 对 此 r Wb ERA Rs 人 otV) 的 边界 上 处 处 有 
gi) SÄG). HAA ER ERM) gle 
hz) ,特别 地 , 当 充分 大 时 ,对 于 c= SF, Cole.) mnta tip EX 
成 立 . 

所 以 ,我 们 有 


» A5" 


一 limh@, (a(2%))) 
< limg(n 十 a 十 18) = p/b, 
由 于 5 为 任意 给 定 的 正 数 , 今 5->co, 即 得 
limh la (20) =0 


. “对 下 半 平 面 情形 ， 用 美 做 的 方法 可 见 ， 如 果 


_ (人 1 十 21)z 一 1 
D(z) = > 1+2; » 


那么 序列 {gzo)} 沿 着 切 于 aD HMA a EAF a tk 
{R《%)} 不 是 非 切 向 收 僵 于 a. 证 毕 ， 
注 ”这 定理 的 逆 命 题 未 必 成 立 . 例如 : 设 pg(z) 一 a lal) + 
1), 其 中 0o 为 也 到 角 域 
= {z|Rez>0,—Rez<Imz<. YRez} 的 其 形 映射 . 


2.3.2 Schroder 方程 


在 本 节 中 ,考察 一 个 D 到 D HAR 是 怎样 和 一 个 线 
性 分 式 变 换 盏 发 生 联系 的 . 我 们 先 证 明 关 于 ?的 函数 方程 的 解 和 
关于 印 的 函数 方程 的 解 是 如 何 一 一 对 应 的 定理 . 由 于 对 线性 分 式 
变换 的 方程 一 般 来 说 容易 解 ,由 此 定理 ,我 们 可 得 到 关于 一 般 的 g 
的 函数 方程 的 解 的 信息 ， 1 

引 理 2.3.3 pV. 和 如 如 定理 2.3.1 PIR. Ë ge 
一 jz 十 xs 其 中 4 和 * 为 复数 ,1 天 0, 那 么 /一 下 .是 避 上 的 函数 方 
程 。%=g。 下 的 解 F 与 DD 的 函数 方程 f。y=g。f 的 解 
之 间 的 一 一 对 应 . 

证 明 WRF RRA Fe O=g- FRA. f=F oo, M 
有 

fe g=Fea+g=Fo@og=ge Fogg: f. 

反之 ;如果 了 解析 且 满 足下 。 glz)=g。f(z)(zED), 因 为 oa 
EV 上 单 叶 , 故 可 令 密 =f。o-!, 于 是 下 为 otV) 上 的 函数 ,而 且 在 
aV) E, 

» 8ga 


Fe @=foo'oG=feogsatage for =g, F. 

HFA pE R EHEER, BATEA KAEH% n tE 
8O,(2.€0V) E A ELAR 

F(z) = g_,(F(@,(z))),  z€ A, 
其 中 g_; 为 g :的 nn 次 迭代 .这 函数 是 确定 的 . 这 是 因为 如 果 对 正 
EH k,m=n+h,®,(2),8,(2)€olV) MAHABE> Gag F, 
可 得 
E-n FCB, (2))) = ges FCB (B,(2))))) 
= g_,(F@,(z))) . 

DA F RH. MAO LAA Pe Oge FR Fe o= 
f. WEE. 

注 从 证 明 过 程 可 知 ,无 论 g EMAER, MRF + G=gs 
FRA fHF eo fe plel=ge f Cz) HIRE. ix — At A 
olV) 和 VV 上 的 解 之 间 的 一 一 对 应 ， 

下 面 我 们 要 给 出 我 们 所 关心 的 情形 即 g 为 线性 分 式 变换 时 
Schroder 方程 的 精确 解 . 下 面 四 个 定理 对 应 于 定理 2. 3. 1 后 的 注 
中 列 出 的 四 种 不 同情 形 (Schroder 方程 即 为 引 理 2. 3.3 中 =0 的 
fA). 

定理 2.3.5 ME Ole) =s2.0= 1,23, 0< ts |<1, BS 
Fo =F 有 在 COR D) HRI F 4 A024 ot Aas". 如 果 s 
不 是 1 的 某 次 广 根 且 对 某 个 非 负 整数 ne A=s", UIE RK c, 
F(s) 一 cz, MR 为 1 的 并 次 方 根 , 量 4 一 (2 一 0,1,2，…,A 一 1)， 
那么 Fosser g EC DPH. 

证 明 WR FO COR DHEN, AMENE F. 0=AF, h 
F Oz) =szvik | 

F(z) = Sass 


x=0 


从 而 有 
Fe Dle) = Fisz) = J asz, 
a n=l 


> B7« 


AF (z) = Sage", 


WE A=s"(n=05152,0"). 
当 5 不 是 1 的 很 时 ,由 于 当 ASS YR Fe OAF 成 立 , 故 
比较 两 边 的 Taylor 级 数 的 系数 得 
ast =as", k=0,1,2.35° 
由 于 当 60 时 ,s" 关 1, 故 当 hn Bt a0, BE F(z)=a,2", M n 
=0 A}, A a,=0(2=1,2,°°), Bf Fia RAHM c, HB 
F(z) =cz". 
is 1 A RATA AY A=s"(n=0,1,°",2—1). 同 理 , 通 过 
比较 Fz) AF (2) HY Taylor 级 数 的 系数 ,可 得 
as! 一 as， 了 一 0 1: 2 
由 于 AIr, =, n=, ,2 一 ] 时 ;有 aj 关 0(j 关 nn 十 
RL) SAT 


F(z)=— Dawe! 
1 一 0 


一 2" Sanne” 


=g 


= zg), 
其 中 gtw) = Sanu. Rg HE CCR DpH. 证 毕 . 


定理 2.3.6 MR O(z=2+1, BRR F PAE o b=aF 
(2 关 0) 的 解 当 且 仅 当 下 (z) Hee (e™) p ev =A A 8 在 去 心平 
面 C\{0} 中 解析 . 

证 明 显然 ,给 定形 式 的 函数 FF 满足 此 函数 方程 . 反之 ,如 果 
F 2B RMA Fe PD=AFALA0) Roe HBA HEED ER 
fw 0< w| <0} _F iE MPR gw) =e“ F(z) KP we AW 
满足 函数 方程 且 是 解析 的 . 故 g (w) 蚌 确定 的 , 于 是 (x) 一 
gliw) =e gle), jE YB. 

定理 2.3.7 WE Oe) =lat +a] asa 
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2! 其 中 0 过 :之 1, 设 
d= (logs), £(2)=dlogh(1—2)(1+2)7'], 
那么 在 D 中 解析 的 沙 数 下 是 方程 下 。 甸 ==AF (AZO) BY AR 4 B34 
FF) = FS g (ee), A =A Bo ER w: logje | <x’. 
logs {~*} “Fee ar. 
证 明 hF H Dw: |log| w |Ime | <7/2 | logs |~'} i 
AC OH=f4+1. 再 重复 上 定理 中 的 证 明 即 得 . 证 毕 . 

定理 2.3.8 WHO) 一 [1 士 2)z 一 1[z 一 1 土 2 柯 -. 设 
{=i +2)0—2)7', AE D PAS RT F BEEF O= 
好 (1 天 0) 的 解 当 日 仅 当 F(z) =F g(t) 其 中 全 一 Mg 在 去 
Cy BE (ws 0< |w | < 过 1} 中 解析 ， 

证 明 FCM DRE LE PA. AS’ DF. 如果 下 为 
D +S REL Fe =F UXO). Ko BB HA ERD 
Ba i{w:0< wll} bE gle) el F(z) A wee, F 
EA F(z) =e? get), TE. 

4 g= Aht RBA f° gage f BNW Schoder HE S ¢ 
PAP MF pE DWAR AME Konigs 早 在 1884 年 就 对 
Schroder 方程 的 解 给 出 了 一 个 完整 的 答案 . 

定理 2. 3, 9(Konigs,1884) 设 g:D>D Wak i RR wR, 
且 不 为 Mabious 变换 . 又 设 pÆ D AAR BR a, Il 

MMF p (a =0, HET e p= Af AIRS AR A Re A=1 AS 
为 常数 ， 

DME p aE S e paf 有 非 零 解 当 生 仅 当 4 二 g' Ca)’ 
(x 二 0;1,2,…), 当 4 二 g(a)" 时 ,方程 f。 p=Af 的 非 零 解 都 为 
fee 的 常数 们 ,其 中 o 和 人 多 为 定理 2,3,1 及 其 后 的 注 中 的 
第 一 种 情形 中 给 出 的 函数 . 

证 明 (1) 显 然 4=1 及 了 为 常数 是 其 数 方程 的 解 . 因为 /==0 
是 4=0 时 的 唯一 的 解 , 故 可 设 AO. 

如 果 了 。g=Af, 因 为 a 为 gq 的 不 动 点 , 故 有 fla)=f/ (ga))= 
Afta), 从 而 有 f(a) 二 0 或 4=1. 无 论 是 f(a) 一 0 或 4=1,f 一 f(a) 


agga 


ABA Schroder 方程 的 解 , 故 不 妨 设 f(4) 二 0， 

Ef? (a) = G=, 1,2, k— 1), Æ Schroder 方程 两 边 取 
K 阶 导数 可 得 

Cf” = oip ithil) =f” (z), 

其 中 天 (zz) 是 仅 涉 及 I (7j< 有 的 项 的 函数 ,于 是 有 (Fo pa). 
(g(a) =af (a). BH (a) = 0,9 Af” la) = f” Ca) p Ca)? 
=O, Am f° (@)=0. 由 于 不是 任意 的 正 整 数 , 故 可 知 f=. 所 
以 当 y' (a) =0 时 ,Schroder 方程 < g=Af 有 唯一 解 4 二 1 ASH 
常数 (f(z) 寺 0)， 

(D H F 多 在 Denjoy-Wolff 点 a 的 值 不 为 0, 故 gp 满足 定理 
2. 3. 1 (Cowen EIDA RIE, TEHN O- oma o pl P Cala) 
二 9 (a) =s, 0< |s| <1. AF aED, RTI P= HEB 
2.3.5, F © D=AF 有 解 的 充 要 条 件 是 A=" 二 (gq' (a) (n=051525 
…), 由 于 9 所 |s| 之 1, 故 当 4 一 7 一 9 (a))* 时 ,方程 .GB 二 AF 的 
解 为 F(z) 二 cw" ,其 中 cc 为 常数 . 再 由 引 理 2. 3. 3 知 =F e o=o 为 
Schroder Jy #8 f° p= AF 的 解 . 证 毕 . 

对 于 在 DD 中 无 不 动 点 的 情形 , 则 完全 不 同 . 下 面 定理 刻画 了 p 
E D FCA a AAT Schrader 方程 解 的 情形 . 

定理 2.3.10 WMF p DD RF. AED PRADA MBA 
ME AAO. f paf 的 解 空间 是 无 限 维 的 . 

证 明 ROMER 2. 3, 1 中 给 定 ,由 于 8 在 DD 中 无 不 动 点 ， 
由 定理 2.3. 2 知 ,情形 1 不 可 能 发 生 ( 即 DAs), 由 定理 2. 3. 6, 
定理 2. 3.7, 定 理 2. 3.8 及 引 理 2. 3. 3 MBE AAO, f > p=Af 
的 解 空间 都 为 无 限 维 的 . 如 情形 2 发 生 , 由 定理 2. 3. 7, Fo(z) 一 
e“gle™ ) ABE Fe O=AF M F e=. 由 于 对 任意 整数 
ka= =e, 故 

F, C2) Set hg (6) =e F(z) 

都 为 Schroder Fy F o O=AF 的 解 ; 从 而 f(z2) =e" F, (a(2)) 
ABA f+ o= Af 的 解 ,于 是 相应 于 a40 的 解 空间 是 无 限 维 的 , 其 他 
情形 类 似 地 可 证 , 证 毕 . 
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Æ (DE Schroder FA f > g=Af 中 ,对 4 二 9g'(a), 满 足 
o (a) 一 1 的 解 是 唯一 确定 的 ,我 们 称 这 样 的 解 为 9 的 Konigs 函数 . 

(2) 由 于 当 gq 为 单 叶 函 狗 时 ,f。g 一 pg'(p)f 的 解 也 是 单 叶 的 ， 
故 Konigs 是 单 叶 的 . 


§ 2.4 Nevanlinna 计数 函数 


在 本 节 中 ,我 们 讨论 在 复合 算 子 研究 中 需要 的 关于 
Nevanlinna 计数 函数 的 一 些 性 质 . 主要 涉及 Littlewood AER. 
量 蔡 换 公式 及 次 调和 平均 值 等 性 质 . 


2.4.1 Littlewood 不 等 式 


U p: DD 解析 .对 wEC\{9C0)} 以 {z(tw) fl RAR w BY 
原 像 1Cww) 按 其 中 点 的 模 增 加 的 次 序 排 成 的 序列 ,并 计 及 重 数 . 
Mf OSAL EB nr ew) =n, (rw) RRA rD Bz) (w) fl 
的 个 数 ( 即 {2 (ww) JADNA 中 点 的 个 数 , 并 计 及 重 数 ) ,我 们 称 


nrw) 
Nr, w) = > log lel 
` jel 了 
为 ?的 部 分 计数 画 数 . 若 记 
Ncw) = N, sw) = > log TT 
J 


则 称 Noo) p hJ Nevanlinna 计数 函数 ， 

注 在 上 述 的 定义 中 ,对 Or, 4 wEArD) HN, (rw) 
=0, 故 计数 函数 可 看 作 在 整个 复 平面 上 定义 的 函数 . 男 -- 方 面 ,对 
于 固定 的 w, 部 分 计数 函数 NG wR r 的 增加 而 增 大 ,由 单调 
KAEH, lim Nar w) = Nelrw). 


为 讨论 Nevanlinna 计数 函数 的 性 质 及 满足 本 书 其 他 方面 应 
肝 的 需要 , 先 证 明 一 个 涉及 单位 圆 盘 刀 中 的 解析 函数 的 零点 性 质 
的 定理 ， 

定理 2. 4. 1(Jensen 公式 ) 设 了 为 刀 上 的 解析 函数 且 (0) 


+ QO] + 


40. Mai ASE D PHEA PAG RAR, RM A E 
排列 ), 对 每 个 OS <1 nC RR xz 厂 上 的 零点 个 数 BAA 


log TE = 去 | log! Fre") [do — log Fo). D 
-证明 如 果 0 委 r 近 2, 则 人) 中 左边 的 和 式 等 于 0. 另 一 方 


面 ,由 于 这 时 log | S| Ay z 万 的 邻 域 中 的 调和 函数 ,由 调和 函数 的 平 
均值 性 质 即 知 


log | © = 5- 


AN 
故 这 时 公式 (1) 成 立 ， 
WR rz la |. Af RST r 的 零点 ， 那么 对 KaKa) A 
a,/rED, & 


Jog| Sre) ldo, 


一 7 之 


an = Bi) =% 


r—G,z’ 


则 an (9 为 也 到 成 上 的 共 形 自 同 构 ， HH a/r 对 应 于 0. 记 


h(x) = Il. (z). 


SUE D HARRE aOR, H 与 Arz)7 有 相同 的 等 点 ( 且 共 有 
相同 的 重 数 ), 于 是 SODA OED LMAHARE AH 
log Lf (rz)/f (2) | 为 五 的 一 邻 域 中 的 调和 函数 , 由 调和 函数 的 平均 
值 性 质 ， 

L 2 | Lire) 


L “log lf re’) |dð, 


Folk = on) 8) ce |99 = 25 
其 中 用 到 了 在 sD EAI 的 事实 . 因为 
l ro- * os 
故 可 得 (1) 式 成 立 . 
若 了 有 模 为 > 的 零点 , 记 它 们 分 别 为 
|as+， |= lar+z | 一 “一 lann | =r 


而 记 所 有 模 小 于 ~( 若 存在 的 话 ) 的 零点 为 m ya sats 这 时 记 


= 2 。 


A(z) 一 Tate) it (1 


na) n=h+1 


由 前面 的 方法 可 知 这 时 有 


g| £6 去 | z | f(re*) 
Bln) 27 | Joe Re) a 


= Ef ogis (re) |d0 


-5 mal log|1 — e% {dð . 
i n=k+1 an} -= 
EP 0, =arga. 下 面 证 明 
T= [Jos a 一 ildg = 


Bat ORE IEE = E TNA 
I= 4 log (2sine)de 
= 4| logCsint)de + 2nlog2, 
故 只 要 证 明 | 
p I, =f log (sinz)dt 一 一 了 log2 . 
由 倍 角 公式 得 
了 一 [roel 2sin cos +) dt 
= 了 log2 十 | togsin Sd 十 | logeos oat 。 
在 上 述 和 式 中 的 第 一 个 积分 中 作 变 量 替换 9=- 六 ,在 第 二 个 积分 
PERR O= ,可 得 
I, = Flog? + 2| logCsing)de = Tlog2 + 21,, 


因而 = —Flog2. 于 是 Jensen 公式 成 立 .证 毕 . 
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利用 Jensen 公式 可 得 下 面 的 Littlewood 不 等 式 . 它 在 复合 算 
子 的 紧 性 的 研究 中 起 关键 作用 ,此 不 等 式 是 Schwarz 引 理 的 进 一 
步 精确 化 . . 
定理 2. 4. 2(Littlewood 不 等 式 ) WME: D> D 解析 , 则 对 
每 个 wED\{g(0)}， 
1 — we 0) | 


N,(w) < log w — 0) |" 
E MD) (0) Aw) nr w) BAR G Mw) = lz, Cw) ) ET BE 


rD 的 项 数 . 应 用 Jensen 公式 (这 时 9 ' tw} 为 的 零点 序列 ) 可 得 
到 ， 对 每 个 OSSD 


a(ryw) 


由于 对 zED, mg) KERAMIKA RM, 因而 


n(r,w} 


D lo Tart < E EGON Cx) 
如 果 ice) 为 有 限 集 ， Sr» 可 得 
1 1 
Netw) = dale Træ] = Jog Rep’ 
即 得 Littlewood 不 等 式 , 如 果 呆 !(mw) 为 无 限 集 ,那么 对 每 个 正 整 
数 入, 可取 OLR, EE nl Rw) N, MAR Rrall, AC *) 
式 可 得 
ewan ， | 
doe ea Tew] < 2408 ayy < E [到 (KDJ 
令 一 1-, 即 得 


NX 
1 1 
l 2 log FAC S E Tae 
HON RIAH, S Noo, BR 
1 
New) Slog To eco] = E 
证 毕 . 


= 94+ 


ee | . 
EET 


推论 2.4.1 ITEE DA D PKR ER pA 
Nsw) =O} log qg) Gwl; 


(2) 如 果 KO =0, WIE wE D, Nw) Slog ET 


. 证 明 (2) 由 Littlewood 不 等 式 中 取 go) = 0 即 得 , 对 于 (1)， 


| ERE w,pED， 

1 ES! = = pDA- leh, 
w {1 一 wpl? 

又 知 当 x 一 1 时 jg -1 ,由 Littlewood FEAR, 


log 1— weld) 
LOOGE w— KO 


los tot lg Teal 
K=p ADAR 


Ao 一 w 


! |1 — apo) 
故 有 r 
工 二 2 | 一 -log l, 
zlog — x0) =le I— YG Jed 
li — oT 
由 于 当 yo WH log(l1—y) ~y kk 
1 
be = OO Tl 
|1 — g0) |? 
a — AODA — lwl 
=~ log 1 [1 — g0) |? 
_ A= [eo] — wid 
|1 — we) |? , 
于 是 
i 1 — wel0)| . (1 一 [20) (201 — w) 
Ej w- gol 1 |1 — w0) | 


__ 1 
加 (1 一 (O/C 一 iel ’ 


1 2 Za 


(1) 


(2) 


= 95+ 


_ lela + jep a — 19092) | w — go) |? 
E lw — ADF 
< lela + | 如 | C1 — IKa 
lw — g0) |? 
< wa lwl) G — Ixo) |*) 
S liw] — go)? 
从 而 
lim sup Nw) < l 十 laol 
lwl—1 log t 1 | 0) | 
| ze | 
ue. 


注 (a) 由 推论 2.4.1(1) 的 证 明知 ,事实 上 我 们 有 
New) — 1+ igol 
“1 — | pO)’ 


lim sup 
| [æl log Tw! 
这 个 不 等 式 对 于 刻画 复合 算 子 的 有 界 性 而 言 是 本 质 的 ， 
(b) 推 论 中 的 (2) 实 际 上 是 Schwarz 引 理 的 推广 . 实际 上 ,在 不 
等 式 两 边 取 指数 即 可 知 ; 如 果 KX0) 一 0, 那 么 当 wEqD) 时 ， 
本 Te] s lwi 
或 
I l=) > lel, 


2,€9 wy 


M po (ou) FFB SAE Be Ct Be HR AY TR BL ES lwl. 但 通常 的 
Schwarz 引 理 只 是 说 明 ow} ay AR 2 (plz) = w) AA [2 | De | to | 
= [pez) |. 

Cc) 由 于 Littlewood 不 等 式 是 Schwarz 引 理 的 推广 ,自然 要 问 
等 导 成 立 的 情形 . 事实 上 ,结论 要 比 期 望 的 复杂 得 多 . 我 们 可 以 证 
明 : 当 yp 为 刀 到 DD 内 的 解析 函数 时 ,下 述 三 命题 是 等 价 的 ， 

外 存在 wED, 使 得 


N, w) = log | 


ee 


9f” 


《i) 在 嘱 中 除去 一 个 对 数 容 度 为 零 的 集 外 的 所 有 点 处 
Littlewood 不 等 式 中 等 号 成 立 ; 

Gide tt A. 

(DER 2.4.1 的 直观 意义 是 : 当 |w| 一 1 时 ,Nptw) 的 衰减 于 
0 的 速率 与 w 到 边界 的 距离 相当 . 

(ey 对 pE DMA 

N pw) = Ne, olw). 

这 是 因为 p 是 本 身 的 复合 道 函 数 , 对 每 个 复数 四, 函数 pe-e 
(w) 和 名。9Kz) 一 w 具有 相同 的 零点 序列 ,由 此 立即 可 得 此 结论 ， 


2.4.2 非 单 叶 变量 符 换 公式 


下 面 介绍 的 变 基 替换 公式 将 建立 Nevanlinna it Mei WH 
合算 子 间 的 联系 ,复合 算 子 的 许多 性 质 可 从 此 公式 得 到 , 由 于 公式 
中 的 变换 gp 未 必 是 单 叶 的 (如 果 gp 单 叶 , 则 此 公式 即 为 道 常 的 变量 
BRAD) BRITS HEME RRA. 

定理 2.4.3 WA AAA D 上 的 规范 Lebesgue 面积 测 
BE, p: DD 为 非常 数 解析 函数 . 如 果 g 为 D 上 的 非 负 可 测 孙 数 ， 
则 j 


Jer Ie’ (2) flog Ld A(z) = [EON daw. 


|z| 

WR Z= {z€ Dig (z) =0). HZ 至 多 为 可 数 集 ,而 且 2Z 
E D 中 无 极限 点 (否则 ?为 常 值 函 数 ) ,在 D\Z 中 的 每 -- 点 处 ,都 
存在 一 个 开 集 ,使 得 在 此 开 集 上 是 个 同上 胚 . 于 是 DZ 可 分 解 成 
至 多 可 列 个 互 不 相交 的 “ 半 闭 " 极 坐 标 矩 形 , 记 为 {R,} ,使 得 在 每 个 
R, Lath A RAR = Aj) D\Z= UR,. i ga H OE R, E 
By Bie al AIS oe Yt PB ARE OR, 上 可 应 用 道 常 的 变 
BERAK ETH 2 二 g(rw) 可 得 


Í, BCFA2)) |p (2) Plog dAl) 


|z] 
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1 
一 一 if a — 
l fa og Tay AW) 


1 
= | g wz, wog Tey A» 
其 中 为 ORO PE BR. KF n KA , FIA 


| gp(z))|pr(z)|2log dA) 
pb jz] 


= [eo | D zw los TET |dACw). 


Bt w E KDA) RE Go) 中 的 点 其 重 数 均 为 1, 故 上 式 右 
NDS FEES FRR AD) 上 几乎 处 处 等 于 NCO) tw 


o te ， - 1 
&p(DD), 它 也 等 于 Nelw) [这 时 , Dz.)iog Th = OH 
N,(w)) .证 毕 . 


我 们 还 需要 更 一 般 的 变量 圭 换 公式 ,在 下 面 的 定理 中 ， 
{zj(w)) 表 示 gz) 二 w 的 计 及 重 数 的 零点 序列 . 

定理 2. 4. AERAR gA W y D LERTA R, A 
人 么 


[ewe 19" Cz) |W add A(z) 


= | g| Wey) dc). 
KD jel 


证 明 了 到 {R,} 如 定理 2.4.3 的 证 明 中 所 取 的 一 列 集合 .为 
%=Ple,:R- PR BK PAR. 由 于 8g 在 R 上 单 叶 , 故 有 


| EEWO) |p! IA) = f E(w)W CY Cw) dA lw), 
EP 2-9 (w). id 2) HAR HERR, WA 
ECO Jwi) |p! Cz) [d ACz) 
= | giw){ DC WY) ) dAcw) 
. AD) izl 
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一 Shas Cw) SW; (w))] dA(w). 


i=l 


TE. 
2. 4.3 次 调和 平均 值 性 质 


Nevanlinna 计数 葡 数 有 着 特殊 的 次 调和 平均 值 性 质 ,这 性 质 
使 得 我 们 可 用 相应 的 复合 算 子 在 某 些 测试 函数 上 的 作用 估计 
Nevanlinna 计数 函数 的 值 . . 
定理 2.4.5 i 9: D>D Ri. A pg(0) 关 0. mM 0 过 RR 过 
1X0) | . ll . 


N,(0) < TD N,(z)dA@). 


< RD) 
证 明 由 Jensen 公式 ， 
于- log | fre”) |d8 — log|f(0)| = Soe E “| 50, 
故 有 


去 | log|f(re*)|d0, or] 


log | FCO) [os On 
因此 ,如 果 we D,4 f(2=2-w AHER 
loglwl < Èf logi” — wld, o<r<1. œ% 


上 式 的 关键 在 于 | 四 | 委 z 的 情形 , AAE wl >r W log je 一 四 | 在 
zx 五 的 邻 域 中 调和 ,这 时 由 调和 函数 的 平均 人 性 质 有 


‘log |w| = 去 | ioglre — wide. 
于 是 
. Rk 
log |vw| = | log |w | 2R-2rdr 
0 


= 志 | loglz — wldAtz). 


MF we DNO}, A (z wD ER 1(w} 中 按 模 增 加 的 次 
序 排列 的 点 列 , 且 计 及 重 数 . Mt mR f(z) = (2) —w 应 用 Jensen 
公式 ,对 0<r<l + 


Nlr ,tw) = 去 | lou lore") — w|dé— log|¢(0) — wl, (2) 
以 概率 测度 R-:d4(zo) 积 分 之 ,并 利用 Fubini 定理 得 
File Ne(r sw ddA Cw) 


i 
= 去 | l olele — wida cw) baa 
Fi) logio — wIdACw) 


L "tad, log | gre” — w) [dACw) bag — log|gC0) |, 


= Om} _ 
其 中 因为 R< IKO) |, 故 log | CO) —w 1 ZE RD 的 邻 域 中 为 调和 丽 
数 ， ; 
故 


Fil, eieo — wldAtw) 

1 fF , 
ee, 

2 f*{1 ， 
= {acl gleo ~ welapjmae 


2 ER 
= Fa, 198190) ledp = log19(0)|. 


由 Jensen ZER CRM, MEH OS r<1, 


1 
总 | New 去 | logige 1dg 一 loglwo)| 


= N,(r,0) 
由 于 对 固定 的 zws(r,eo) 是 = 的 单调 增加 函数 . 由 Lebesgue 单调 


“100。 


收敛 定理 ,有 
N,(0)= lim N,(r,0) < lim Hl NiCr) dA) 
+ 一 1 rd] 


lf ， 
= Al lim N,(r,w)dAcw) 


1 
= Bil gp Newd cw). 


证 毕 . 

注 上 面 (2) 式 说 明 N r wE {gx0) 上 是 次 调和 的 . 这 就 
使 我 们 对 这 些 “ 部 分 计数 函数 "有 一 种 更 简捷 的 方式 去 得 出 次 调和 
平均 性 质 . 但 是 对 N, 来 说 ,虽然 具有 次 调和 平均 值 性 质 , 但 它 未 
必 是 次 调和 函数 . 事实 上 ,N,(w) 是 一 列 连续 函数 的 增 序列 的 极 
限 ,于 是 N, 是 下 半 连 续 的 ,从 而 为 连续 的 . 但 有 例子 说 明 NG(w) 
并 不 都 是 连续 的 ,经 过 更 为 复杂 的 分 析 可 得 知 We(eo) 仅 在 一 个 对 
数 容 度 为 零 的 集 上 不 具有 次 调和 性 . 

定理 2.4.4 指出 Nevanlinna 计数 函数 在 RD 上 的 积分 平均 值 
控制 它 在 圆 盘 中 心 的 值 . 经 过 适当 的 修改 可 知 对 DD PRA 0) 的 
任意 圆 盘 有 类 似 的 结果 . 

Hitz. 42 Re 为 平面 区 域 0 中 的 解析 函数 . A 为 ON 
8 {XK0)} 中 的 开 圆 盘 , 其 中 心 在 a, M 


1 
N,(g(a)) < qif New dA). 


习题 二 


1. (PK it E AY LA EB) PE DO<r< 1, SRBE 
{lAl<r} ES DA D ERS BPR. HE OR I ACG DH 
欧 几 里 德 画 盘 , 其 直径 是 在 通过 原点 p 的 直线 上 ,上 且 交 此 直线 于 两 点 ; 


del-r lpl+r 到 
1—lelr"i+lalr [el 


(提示 :只 要 对 O< p<] 证 明之 )， 
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(by 利用 (a) 证 明定 理 2. 1. 3( 求 出 ACp,r} 的 欧 几 里 德 中 心 和 半径》 
2.《 伪 双 曲 距离 的 三 角 不 等 式 ) 
Ca) 证 明 如 果 z.w A p HE D P, 


d(z,p)+d(p,w) 
dz) ST Tae, pdr) 


Cb) 利 用 (a) 中 的 不 等 式 得 出 伪 双 曲 距离 的 三 角 不 等 式 . (提示 :对 (a), 记 
r=d(z,p), 利 用 习题 1 得 到 |z| 袜 可 站 二 9 将 此 看 作为 所 要 求 的 不 等 式 的 
“w=0” 情 形 , 利 用 共 形 不 变性 可 得 -- 般 情形 ). 
3. 习题 2 WT (REALE 上 的 一 个 度量 ,证 明 这 虐 虹 不 是 完备 
的 ， 
4. 设 D-DD 解析 , 且 KO)=0, 1y'(0)| 二 6>>0, 如 果 |z| 二 7<5, 则 


人 一 了 | 
lwl = (P=) lel. 


WAAR lz: |zl< ?中 ,jz)? 取 每 个 满足 
的 值 w 怡 好 一 次 (提示 :如 果 g(z) 一 glz}/z, 则 dl(g(z) ,9 ONE lel). 

5. CA A #9 AY Julia-Carathéodory 定理 ?由 直接 计算 证 明 , 对 于 YE 
Au(D)B weap, ` 


io ay I 


6. 设 p: DD $A CE aD 处 有 模 为 1 HERR. LE O BS BY 
半径 上 有 和 界 ,证 明 pA t 处 有 和 角 导 数 . 

7. 设 p DD 解析 且 单 叶 , 并 可 连续 地 (但 不 单 叶 ) 延 拓 到 边界 ,证明 :如 
困 wi M w € aD MR PRR aD PREA E pE w 有 角 导 数 , 那 么 8 在 zw 
无 角 导 数 . 举例 说 明 , 这 里 移 单 叶 性 要 求 是 必须 的 . 

8. (乘积 的 角 导 数 ) 设 gp 和 gp 是 也 到 也 中 的 解析 映射 ,yp 二 np. 证明 如 
果 这 三 个 函数 中 的 任 两 个 在 CE€3D HAASE WHETHER 这 
时 ,| (0) 之 [p78 | 71,2, 

9.《 链 式 法 则 ) 设 Vy 和 是 也 到 记 中 的 解析 映射 ,p 在 ww 处 有 前 导数 ,7 
=gw) H pte 7 ata SR. ER g e pew RASH RE Ye) A 
p 表示 的 值 . 

10. Rigg} D A D PRB RRA. E D THERE TR Abe 
Fak lead, Ht g 在 处 有 角 导数 , 而 且 sup lpg |<oo. 证 明 极 限 函 
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数 g 在 5 处 有 和 角 导 数 . 

11, 对 DD 到 DD 中 , 且 在 DD 中 无 不 动 点 的 线性 分 式 变换 直接 验证 Denjoy- 
Wolff 定理 . 

”12, (对 于 多 间 的 Denjoy-Wolff 定理 ) 如 果 了 为 开 区 间 的 同 有 是 , 且 无 不 动 

点 , 则 每 一 个 了 轨道 ( 基 迭 代 序 列 ) 收 敛 到 菜 个 端点 . 

13. 构造 一 个 C0“ 映射 (但 不 解析 )ps DD, E p IRE Denjoy-Wolfi 
定理 的 结论 . 

14. 设 g:D-+D RF we aD 为 PATAR, H p w). 证 明 对 每 个 z 
ED, 27 Ulale) <o, 

15. 设 g 和 为 马 到 DD 中 的 解析 映射 wwEaD. 证 明 : Can wih pig 
的 Denjoy-Wolff FALZ: Ml) w thd p° g By Denjoy-Wolff 不 动 点 . 

(DMR w 为 pg 的 Denjoy-Wolff 点 ,也 是 水 的 不 动 点 , 问 :要 使 得 ww 为 
pe pit] Denjoy-Wolff 点 风 应 具 怎 样 的 特征 ? 

《8) 举 出 线性 分 式 变换 的 例子 说 明 记 未 必 是 外 。 ?的 f Denjoy-Wolff 点 . 

16. 证明 


Nylw) 一 


Fy 


f rewa 
a 


其 中 p: DD BH nw Hw mann P wh eA rD 中 的 个 数 . 

17. 设 p: DD Pf. ARE BK n, Ila il -< 下 .证明 9 的 Konigs i 
数 是 有 界 的 . 

18. 证 明 ; 当 9% 单 叶 时 ,习题 17 yet A ae. 

19.《 局 部 Konigs 定理 ) 设 9 为 在 原点 的 某 邻 域 中 解析 的 函 歼 ,是 pl) = 
0,0< |p’ (0) | 过 1. IEH :Schroder 方程 og 一 Af( 其 中 =g'(0)}) 对 gg 是 可 解 
的 ,其 解 f 在 原点 的 邻 域 中 解析 且 单 叶 , 并 由 条 件 pg' CO) = 1 唯一 确定 . 

20, 设 8 为 在 原点 的 某 邻 域 中 解析 的 函数 ,上 且 po = 0, pie) A Az A= 
g O48 1 的 某 次 方 根 . 证明 ;Schroder 方程 f。g==24f 在 原点 的 邻 域 中 无 解 
析 的 解 S. l 


t w 


本 章 中 研究 单位 圆 盘 忆 到 万 中 的 解析 映射 的 性 质 是 出 于 研究 复合 算 子 

的 需要 .也 的 自 映射 的 选 代 性 质 的 研究 充分 体现 了 9 的 不 动 点 的 重要 性 ， 

Denjoy-Wolff 点 的 存在 性 及 其 性 质 在 复合 算 子 紧 性 的 研究 及 谱 分 析 中 起 着 
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关键 作用 , § 2. 1 中 的 许多 结果 来 自 Burckel 的 文章 [Bu81]. 

Julia 定理 是 § 2.2 中 的 内 容 的 基础 ( 见 [Jla20]), 刻 汀 角 导数 存在 的 深刻 
结果 Julia-Carathéodory 定理 是 经 过 历 史上 许多 著名 的 数学 家 ,如 | Wolff, 
Landau, Valiron, Nevanlinna 兄弟 的 研究 逐步 完善 而 形成 的 . 这 时 给 出 的 证 明 
基于 Valiron 的 文章 [Vln31], 我 们 参考 了 文献 [Sho93], 对 此 定理 的 `- 个 近 
代 有 趣 的 发 展 是 Sarason 利用 Branges 和 Rovnyak 给 出 的 Hilbert 空间 结构 ， 
给 出 了 一 个 关于 Julia-Carathéodory 定理 的 算 子 理论 方法 fH) iE AH [Senge]. fH 

导 教 的 存在 与 否 是 复合 算 子 是 否 为 紧 算 子 的 一 .个 重要 特征 ;在 Denjoy- Wolff 
SEES FP BOS SS fo TG IS EXARH. 
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第 三 章 。 Hardy 空间 上 的 复合 算 子 


Hardy 空间 上 复合 算 子 的 研究 涉及 算 子 理论 与 解析 因 数 中 许 
多 漂亮 的 经 典 结果 之 问 的 联系 . 它 使 得 许多 古老 的 问题 有 了 新 意 . 
复合 算 子 是 汉 阴 分 析 中 一 类 很 有 趣 的 具体 线性 算 子 ,这 类 算 子 的 
研究 已 取得 较 系统 的 理论 成 果 , 复合 算 子 的 有 界 性 ,本 质 上 是 著名 
的 Littlewood 从 属 原理 ;复合 算 子 的 进一步 性 质 的 研究 ,如 紧 性 、 
Schatten 类 的 特征 及 谱 分 析 等 ,自然 地 与 许多 经 典 的 消 数 论 结果 
发 生 联 系 . 如 :关于 和 角 导 数 的 Julia-Carathéodory 定理 , Denjoy- 
Wolff 定理 ,关于 Schröder 函数 方程 的 Konigs 定理 以 及 实际 上 为 
Schwarz 引 理 推广 的 Nevanlinna 计数 苦 数 的 一 些 结果 ， 


$3.1 Hardy 空间 H’ 


RA DRA D PHRTRRSK. 对 于 SEHD) FER 
HER 
f(z) = 5 fr, z€ D. 
对 于 加 >0, 令 
WSs = Yi fw, 

id . 

H+* = {fe HD), Iil <}, 
则 H’ E i EH Ba E E Be Fe Ry RE 28 (A ia H le 小, 为 
A, 上 的 范 数 (p 之 1). 在 此 范 数 下 ,五 , 为 Banach 空间 , 当 p—2 
时 ,HH? 为 Hilbert 空间 , 由 于 A’? 中 的 复合 算 子 的 性 质 可 归结 到 地? 
中 复合 算 子 的 性 质 的 研究 ,本 书 中 以 考察 H HE, 
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3.1.1 H? 空间 的 简单 性 质 


AA? 空间 的 定义 ,每 个 p 次 方 可 和 的 复数 列 是 某 个 召 * 函数 
的 每 级 数 的 系数 序列 ;如 果 {a)} 中 "为 户 次 方 可 和 序列 ,那么 {fa} 忆 。 


AR Xt HS ERD) wz FED PRE H 中 的 解析 函 


数 . 根据 唯一 性 定理 ,将 FO (FO RN SI 的 同 
构 . 由 H+ 上 的 范 数 的 定义 . 
VF l= (DI Aw)? 
A] UR ST H Bl? ESE Ry. . 
FA? 中 的 函数 是 对 其 系数 加 以 某 些 收敛 速度 限制 的 解析 函数 ， 
它 的 模 的 增长 速度 相应 地 也 就 有 了 一 定 的 限制 .下面 的 定理 说 明 
了 这 一 点 , | 
WT 4A 
: 1— fe]? 
证 明 设 
= f@=Sfwe, <eD, 
Schwarz 不 等 式 即 得 


If@l< ST] fin fel 


< (Pw) e) = te lez 


证 毕 ， 
上 面 的 定理 指出 ,H? 中 的 拓扑 对 于 解析 函数 的 序列 的 收 敏 性 
是 一 种 比较 自然 的 拓扑 . 

推论 3.1. H 中 的 任 一 收敛 序列 {f,} 在 D 中 的 任 一 紧 子 
集 上 一 致 收 化 . 

证 明 S.C’, ASC A,B no ot, | AF || 一 
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0, 则 对 任意 0 之 R<<1; 由 定理 3.1. 1 及 最 大 模 定理 知 
sup f(z) 一 f(z)1 < MA, 
于 是 ,{ 户 ) 在 R 万 上 一 致 收 伍 于 fH REETA. tE DH 
EET SECS} -BRAT Sf. HEH. 
在 H ZA AY oe A a A AR (A H 中 
WA ACF wa. 例如 


F(z) = log 


1- 


I= J< 


SEH, (Af BD LHC RR. 

Be i FH AP iT ER BOR EM H? 中 函数 的 范 数 常 
阻碍 我 们 对 A 空间 及 其 上 算 子 进行 深入 的 研究 , 下 面 两 个 重要 
的 事实 就 说 明 这 一 点 . 考察 下 述 两 个 命题 ， 

(1) 设 gEH”,fEH’, 则 gf€H’; 

DË p:D>D 解析 ,那么 对 FE H?,f。yE H?. 

要 证 明 这 两 个 命题 , 按 如 :的 范 数 的 矫 级 数 方式 定义 都 是 很 

. EAS. FEVER Ct, RARE RRR AK BE ef 
SEAMEN. 但 要 确定 它 是 否 平 方 可 和 , 却 无 有 效 的 办 法 , 对 于 
; 第 二 个 命题 的 证 明 , 则 更 加 困难 ,这 时 ,在 C=) ER Be TA 

i 中 ， 我 们 要 用 9 代替 ,然后 用 二 项 式 定理 将 o RE z HRR 
1 | 数 , 再 合并 同类 项 ,才能 得 到 > 9 的 短 级 数 的 系数 ,这 些 手续 有 时 
| 几乎 是 不 可 能 的 ,要 证 明 了。 9 的 和 医 级 数 的 系数 是 理 平 方 可 和 就 更 

| MERT. 于 是 许多 涉及 F MBH (el A oT aR KR H 
| 中 的 函数 的 范 数 应 有 一 个 不 是 用 其 短 级 数 的 系数 而 是 用 该 函数 的 
值 的 表示 公式 . 

我 们 先 对 A? 的 范 数 作 进 一 步 有 分 析 : 设 f€H(D)， 
f(a) = > fame. 


1 — 2" 
a 2 z€D, 
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记 z=re, 并 由 fe”) 为 严 中 的 正 交集 知 ,对 0<r<1, 记 
M= Bl” fret) ao 


“= 去 | De fw fmmer "nd 


加 -站 位 F, fan) fF mr mot-m gf 


ma 


= > | ÅD pr”, 
此 公式 说 明 M: GorA r HHRH ME SER, MPS 
1 .1 .反之 ,如 果 
lim Mz (for) = M<, 


对 任意 非 负 整数 N, 有 
, > Olen S| fn Pr < Me, 
& r» WA 
Si f@r<m, 

由 的 任意 性 即 可 知 | Fi <M. 由 此 可 得 到 fE H? 的 范 数 积分 

Rm. 为 方便 计 , 当 SEH? RIE IS oo. 于 是 ,我 们 有 如 
下 定理 ; 

定理 3. 12 设 SEH BAY +->1 时 ,积分 平均 M,Cf.r) 

单调 增加 收 敏 于 目地 |。 即 


NF E= lim 去 | Fre) ag. 
于 是 ,fEH? 当 且 仅 当 M: (fr) 在 [0;1) 上 关于 7 是 有 界 的 . 
4.1.2 Littlewood 从 属 原理 


利用 上 述 范 数 的 积分 表示 ,我 们 就 可 很 顺利 地 解决 前 面 提出 
全 第 一 个 问题 ,由 于 
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r= tim Ll" gren]? 
| gl = lim 去 | Irela 


:1 oy |2 
< lim zg] _, max, Ire”) [td 


= lim max |¢(re*)|? 
rm] 一 riban 


= sup{ |@z)}|*:2 € D} 
= lel} 
故 由 Schwarz 不 等 式 知 
lg las deli fl: lelei? 

故 当 PE Br SEH Ht pf CHM PROT BAA H 的 
范 数 的 积分 表示 ,要 建立 f- ol, SIS il, 滞 的 联系 似乎 并 不 
那么 直接 , 当 ?不 是 单 叶 函 数 时 ,这 变量 替换 可 能 涉及 无 界 导数 或 
多 重复 盖 问 题 . 幸运 的 是 ,Littlewood 并 没有 被 此 所 难 住 ,利用 H? 
中 范 数 的 积分 表示 ,证 明了 著名 的 Litttewood MARA. 

定理 "3. 1.3 (Littlewood 从 属 原理 ,1925) 设 y;:D->D 解析 ， 
A 0) =0,0Uxt EHA f° pH’, A 

| feels df. 
证 明 OR BAT BHO 为 
Bf = Y fatre, f EH 


n=0 


显然 
IBA Si fat v= Df FN 
tk BFE Hr, 因 为 对 FEH, 7 
f(z) = fO) + 2Bf(z), 2z ED, (1) 
BFO) = F(a), n= 0515250. (2) 


先 设 了 为 多 项 式 , 那 么 f。q 在 DP 上 是 有 界 的 ,从 而 在 A? P. 
下 面 来 估计 它 的 范 数 . 
在 (1) 中 以 qz) 代替 z 得 
FKD = FO 十 pI CB) (G2)), zxED. (3) 
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设 g(0)=0. 上 式 右 端 第 二 项 在 原点 的 值 为 0, 即 z HEE 
级 数 展 式 中 的 公共 因子 ,这 说 明 在 H 中 fC0) 1 [e+ (Bf) g], 
FRA 
Ife elif? + ABA) -pl 
< ISO + | BA > ells (4) 
在 (4) 式 中 ,以 BS BS yo BF RAE /可 得 
I CBA) -plis IBO EP + IEN © plz, 
| BPP) > ell? << |B) |? + || CBA) epl 


| (BY) > gil? < IEO + | CBF) © el] 2, 
将 这 些 不 等 式 放 在 一 起 即 得 :对 任意 非 负 整数 n, 
fe phe < DIB AO! + | (BF) » ell 3. 
由 于 为 多 项 式 , 若 > 为 /的 次 数 ， QB f=0,FRHERE 
DORTE 
Ifoelis XIEN = HIO = fg 
ËS REBAR SEH. B AH SARRERAN ni 
部 分 和 , 则 A An KEAR TA | AS lao, hR 3.1.1 


知 大 在 九 中 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 fit f, oof gp, 显 
AIA SIS. BORLA IA e el <All. FRE 
定 的 O<r<1, HF f° gfe pA 
MCF ° 7 一 limM, Cf, ° 9,r) 
< limsup || f, > ell 
< limsup I Ía I 2 
< 


Il files 
全 一 二 即 得 知 
Ife 9p fi. 
Ve. 


«110. 


注 (DLittlewood 从 属 原理 对 H* (p> 1) BALI. 
(2)Littlewood 从 属 原理 有 许多 不 同 的 证 法 . 利用 次 调和 
函数 的 性 质证 明之 往往 是 较为 简便 的 . 下 面 我 们 给 出 利用 次 调和 
函数 性 质 = 的 证 明 . 

设 f 和 g AD PH RRM. REET AM p DD, i1 
80) 一 0 A f(z) 一 gCy(2)) 对 一 切 zED RIL. UR SMF ee 
时 记 为 £<g). Littlewood 从 属 定理 指出 :如 果 了 从 属于 5, 在 某 种 
意义 下 ,了 小 于 g 这 也 是 我 们 称 定理 3.1.3 为 Littlewood“ 从 属 定 
理 ” 的 原因 ， 

设 fz) 为 D 上 的 实 值 连续 函数 ,如 果 对 D 中 的 任意 连通 开 
集 E(ECD),g(z) 为 EF 中 可 连续 延 拓 到 E 上 的 调和 函数 , 且 由 对 
一 切 zE 9E,f(z) 祥 g(z) 可 推 得 对 一 切 xEE 有 f(z) 所 g(z); 则 称 
f(z) 为 DD 上 的 次 调和 函数 . 显然 ,调和 函数 必 为 次 调和 函数 . 

次 调和 函数 也 可 由 “局 部 次 平均 值 性 质 ? 为 其 特征 . 

. 定理 3.1.4 设 g 为 D 上 的 实 值 连续 函数 , 则 gg 为 上 的 次 
调和 站 数 当 且 仅 当 对 每 个 ze DFE Do 这 0, 使 得 圆 盘 {xz; |z— zol 
<po} CD, ATER 0<p<ipy, 


2r 
8 (20) SE 去 | giz 十 pedo, 
TIo 


证 明 必要 竹 ; 设 Ko= (2s 1z 一 | 达 pp}CD,U(z) 为 Ka 内 的 
WARKA, MHE lz z| = pm EUG@=¢(z), il 


2r 
gle) KU) = 去 “Uae + pe? dd 


1 2r , 
去 | g(x + pc2)d0. 


2n} 4 
充分 性 ;假若 存在 连通 开 集 BED H BCD, RAR% 
Uz) ,使 得 在 9D 上 g(2) SU (xz), RE z€ B, A g(a) > 
Ula). 1 A(z) =2(2) -—U (2) m= maxlh(z):2€ B}, E= {ze B; 
h(z)=m}, M m>0,.E HABA EAgs BFE OB EROK k E 
CB. 由 于 五 为 闭 集 , 故 有 六 各 五 不 是 五 的 内 点 .因此 存在 趋 于 零 
的 正 数 序列 {p,} Biz: |z—-2,|<p.} CB, 1 E |z 一 加 | 一 应 不 
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EEFE FEE z-z | 一 p, bL.A<m 上 且 在 此 圆周 的 某 开 子 
MWEE Rkm, Ati 


zo o. | ax 
al glz + ped — Utz )= 去 |。 Az, 十 pe de 


| <m = hlz) = giz) — ulz), 
即 有 

1 2r 

27) > 
这 与 条 件 矛 盾 . 证 毕 . 

BOA D PHBH AR p> 0, IRA Hh eH 3. 1. 4 可 证 明 

Ifo | D 中 的 次 调和 函数 , 对 任意 RED, MR f(z.) =0, E 
3.1.4 中 的 次 调和 平均 值 不 等 式 显 然 成 立 . AS Fen KO, KT 
[L7z? 了 的 某 一 单 值 分 支 在 m 的 某 一 邻 域 中 解析 ,因而 对 某 一 充 
分 小 的 p>0， 


gz, + pe" dé < glz) 了 


[Fel = LY Lf te + pya, 
于 是 
Fadl < ESTI ce + p rae. 
由 定理 3. 1,4 ASO |? 为 次 调和 函数 
定理 3. 1. 3 的 另 一 证 明 对 0<r< 之 1, 设 h(z) 为 |z|< 之 r 内 的 
调和 函数 , 且 在 jz| =r EHE. 由 于 |f(z) 1* 在 万 内 是 


次 证 和 的 , 则 对 一 切 Fz| 志 7 | 了 Cz) Sha). 根据 Schwarz 引 理 ,p 
将 fz: |z|<<r}==A 卫 入 ,之 中 ,于是 对 一 切 |z| 志 7， 


[LD << h). 
由 于 hCglz)) 仍 为 调和 函数 , 故 
‘an ‘2x 
去 |。 If (ore) |? < 去 | hire”) dd 
= h((0)) = h(0) = A [acre nae 


"112° 


1 ‘an ay \p 
= f" rere) 80, 


MAI Se ol <I S24 pH2 时 , 即 为 定理 3. 1.4 的 结论 ,证 
if, 
注 “在 上 述 定理 中 , 令 p 一 十 co, 我 们 可 知 :如 果 了 从 属于 gg， 
则 对 任意 rE (0,1)， 
sup{|f re”) | :0 E [0,22]} < supi lg(re”)|.4 € [0,2r])， 
或 表示 为 : 若 p: DD BH. MER re (0,1), 
op, AFH} S sup {| f(re*) |}. 

对 于 fer 的 范 数 ， 我 们 先 以 7 的 等 级 数 的 系数 的 平方 和 来 

作为 定义 ,而 且 已 知 


IF l= Si Awl 


tim LY hee 
7 lim rice Ide 


1 [" 
= 去 | ire ia, 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 由 关于 H 中 函数 的 径 向 极限 定理 和 Lebes- 
gue MABE. 下 面 我 们 将 引入 一 个 与 1。 1. 等 价 的 范 
数 , 这 范 数 由 关于 D 上 的 二 维 面 积 测 度 的 积分 表示 . 为 此 先 证 明 
如 下 定理 . 

定理 3.1.5CH? 范 数 的 面积 积分 估计 ) 设 f€EH(U),d4= 


上 dzdy, 则 有 


lf Fo i <Í, if @ lta — Jz? dace) 
< If — Fo) I. 
证 明 由 Fubini 定理 可 知 
[if ea = jel daw 


1 1 z , 
一 ef 去 | ree [|:d8| (1 — rdr 
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一 A Zr) Fm pe — rrdr 


2 :| fin) 中 at ~ ri)rdr 


a=1 


arte, ran 1,2… 由 此 即 知 定理 成 立 . 证 毕 . 


此 定理 指出 关于 户 的 面积 积分 可 用 了 的 范 数 估计 , 即 出 面积 
积分 定义 的 范 数 与 H? 的 范 数 等 价 . 事实 上 , 若 我 们 以 一 21og |z| 代 
S 1 一 1z|*, 所 得 的 面积 积分 即 为 H 的 原来 范 数 ， 这 结论 即 为 著 
名 的 Littlewood-Paley 恒等式 . 

定理 3. 1. 6(Littlewood-Paley 恒等式 ) i f€ HCD), 则 有 


IF = Ifo + ?| Lf (2) [4log rt 


证 明 由 Green 定理 知 :对 于 有 光滑 边界 的 平面 区 域 0, 如 果 
utz) 和 v(z) 均 为 如 上 的 C? BR, ATO FHI Green 公式 


ew -coanty = ffa% u Slds 
HLH A 2% Laplace 算 子 ,9/an 为 外 法 向 导数 ,ds 为 an 的 弧 长 微分 . 


KR Af(0)==0, 则 对 于 0<r<1, 对 ww(z)= (Fe) [2.002 = 
log(r/|z |) BEF Green 定理 即 得 


fa LC) [Dog Hidrdy = Í, IFA 


+ fanle 


由 于 Adlog(r/le]))=0, We 
f aafo |? log Taizdy 


l 


drdy 


r 
log Tel 


og TF afte) — |f) 2 an| log Tay | Jat 


= ds _ + | FCz) |? r g 
一 Fo r imf | € log < alz| fen) ds 
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因为 fo) 一 0 及 | 2 A +E =| Ff) | 在 |z|<17/2 LAF, 
故 上 式 中 的 极限 等 于 0. 故 有 
| 1Yyce [log 下 [dzdy = | Fore) jao. 


x i= |") 22 ma pce tke or BT 


dzd 
27| “||P c Ioe a a 


6 2 
= Zi" Fean, 


1 7 人 一 去 |, fe Jed = f IF Cz) llog hao. 


车 了 (0) 关 0, 则 f(z)=f(0)+ > fnz=f00)+g(t2), 则 


gC H(D), H g(0)=0, 男 一 方面 ， 由 | - ll, ERM KBE M 
AAW f= 1412+ Ig ALA ERY 
FES O+ tei? 


= | F0)? + 2f | Cf) — fC0))' [log TR 
= |F|? + 2f 1f Ce) llog 证 de)， 
其 中 dh(z) 一 上 dzdy. 证 毕 . 
另 一 证 明 ,因为 loeo ld 是 有 限 的 , 故 在 0 点 的 对 数 奇 性 


不 会 引起 麻烦 ,对 O< p<. f= dla 有 


| UF (2) lrlog dace) 


二 一 23 S) jka, ail | pig igi Oko igi Da dogr) EE Te 


了 一 1 k=1 


一 一 (Pi efr 2 llogrdr 


= Dp — 2jp*loge) la;l?. 


.j=l 
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因为 对 任意 j —2jeloge 为 的 增 函 数 . 故 在 上 式 中 令 ->1 即 
可 得 到 
[ 1? @ Hog 
证 毕 ， 
利用 A? 范 数 的 面积 积分 表示 ,我 们 可 以 给 定理 3. 1.3 
(Lettlewood 从 属 原 理 ) 一 个 漂亮 的 证 明 ( 这 里 设 0}==0, 且 gy 在 
D 中 单 呈 ) ， 
由 Lettlewood-Paley 恒等式 及 Schwarz 引 理 得 
II Felt = IROD? 2f 1 CF © py! cz) llog Ha) 


|z| 


AAG) = FE IAO 


|z 


= |f? 十 2f IF (2 |g" (2) [Plog dda) 


z| 


， a l a 
< IFO)? + IRON log Jig [P (=) I'de) 


I 


IF) |? + al. Lf (w)|*log Fa) 

= || FH 
当 C040 及 pp 不 单 叶 时 ,可 利用 Nevanlinna 计数 函数 及 非 单 叶 
变量 蔡 换 公式 得 到 类 似 的 不 等 式 ， 


3.1.3 HP HRAM 


定理 3. 1. 1 指出 :如 果 将 在 = Oh Ae BAEN H 上 的 


SPE ht ED 
Ff) = f(z), fE, 


则 有 
1 
F. <. 
IEI < aa 
由 Riesz 表示 定理 ,对 H? LEEA RREA F, HE eee 
的 gE Hi, 使 得 
F= (fig) 


= 去 | fee) qed, fe H. 
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特别 地 ,对 ED, H LAH RRND =f awe AP RK 
存在 唯一 的 K€ Hi, 使 得 


f(z) = Ff) = xf fle®) Kede. 


KOSKE) KEON H 的 核 函 数 ( 有 时 称 之 为 Szego 
核 ), 这 时 有 f(z)=(f,K,). 

Szego 核 可 给 出 准确 的 表示 ,这 从 下 面 的 定理 可 得 到 ， 

定理 3.1.7 设 {e,(z)}) 为 H? 的 一 组 规范 正 交 基 , 则 


KE, = >) elz)e, (6). 


FTA. KCC. 2) SMILE SEH Le, (zj 的 选取 无 关 . 
证 明 由 于 {e,tz)}) 为 H? 中 的 一 组 规范 正 交 基 , 故 对 固定 的 = 
ED, AER JER 有 


F= D, frene le). 
n=) 


由 于 f(z) 一 (f,K.) ,项 
KED = KO = awe). 
证 毕 . 
推论 3.1.2 Szego 核 函 数 有 如 下 表达 式 ， 


-= 
KE,z) = 1— at 
证 明 对 任意 4 之 0, 设 6(z)=zz, 则 {e(z)} 为 H? 的 一 组 规 
范 正 交 基 . 由 定理 3. 1. 7 知 


oo ong 


KG) = Dd) e(2de0) = Sd 20 = Te 


推论 3.1.3 设 fEH',zED, 则 有 
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adl SC) 
fe) ini tina E — p-a 
证 明 由 于 , 
fe) = (f.K = L ice Kee", zd 
1 fr F 


= On} o 1 — ze” 


—_ ti FAC) 
加 去 | pe dé. 


zd8 


证 毕 . 

这 指出 了 对 于 H? 中 的 函数 ,虽然 只 知道 函数 在 中 有 定义 ， 
但 其 边 值 应 见 乎 处 处 存在 ,和 而且 在 边界 上 的 Cauchy 积分 公式 成 
L. 


3.1.4 H 函数 的 基本 构造 


本 节 主 要 考虑 H’ 函数 的 边 值 性 态 和 和 零点. 正如 我 们 所 想像 
的 ,关于 H” 函数 的 增长 速度 的 限制 同时 也 对 其 零点 以 相应 的 限 
制 .这 就 导致 对 “Blaschke 乘积 ”的 讨论 及 典 则 分 解 定理 ,这 定理 在 
我 们 以 后 的 研究 中 将 起 着 重要 作用 . 另 一 个 主要 的 结果 是 H’ K 
数 到 其 边界 函数 的 平均 收敛 性 . 

如 果 SOE |z| <1 内 解析 , 且 对 OKL, 


| eg: |f Cre?) dð 
9 


A FR, FA logt x = max {logz, 0}, WH 了 f(z) 为 N 类 函数 (或 
Nevanlinna 2). A444 f TAT logt | fCre*) | 是 + TS A 
log” | 了 | 是 次 调和 的 . 显然 对 p> HCN, 

下 面 定 理 是 进一步 研究 的 基础 ， 

定理 3.1.8 设 fE(D), 则 fFEN 当 且 仅 当 下 为 两 个 有 界 
函数 的 商 . 

证 明 假若 f(z)=glz)/y(z), 其 中 8g 和 为 DD 上 的 有 界 解 
PRR. 不 失 一 般 性 ,可 设 |Kz) 1<1, [oz lH KOKO, MA 
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| eg: KEME | eglyereo 1dl. 
由 Jensen 公式 ， 
去 | logige) dð = logio] + Lhe pp 
其 中 = 为 多 的 零点 . 这 说 明 | log1g| 为 > 的 增 函 数 ,这 说 明 FEN, 
反之 , 设 fEN, 且 Fe 天 0, 又 设 SERA mo 级 零点 ， 
4 20 He" f(z) oO. Rie 是 和 了 的 其 他 等 点 计 及 重 数 且 


按 模 增 大 次 序 排序 , 即 O< |a Sla] E ME S E lel =< E 
不 等 于 零 , 则 函数 


_ lä P 一 zz 
Fiz) = log { f < II oe =) 
E lels 中 解析 ,而 且 在 |z|==p 上 Ref =log| f(z) |, Auk, 
由 Poisson 公式 可 知 

-PCD 一 去 | log lf Cpe)| eet at + ic, 


两 边 取 指 数 即 可 得 - 


F(z) = lz) /plz), 


-Z E2) 
pa = P nice Ë 一 2,2 x 
exp| — A| log Leeo ee + Far ich, 


plz) = exp] 一 去 | eg* | FC pe") | ee + ae}. 
Riab cacl a/l 且 使 得 在 |zi 二 a E f()4+0,8 
. Dle) = p Cz), WG) = (az), 
那么 
F(z) = O02) /Fi2), feb <1. 
但 是 ,有 M F 在 DD ART. AIBO S1, |i) <1, [A D) 
和 (Ws) AES ARE (hs) ,使 得 D C2) lz), P -ple E 
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每 个 RDO<R<1) K— BUR. 所 以 g 和 yy 在 |z|<<1 LRH. H. 
MOIS ADKL y HEN. RRA SEN, B 


Jiog* TI 有 界 可 知 ,存在 9>0, 使 得 | 更 (0)|>>8>0, 故 gz) 天 0， 


FES —9/p. 证 毕 . 

这 定理 的 重要 性 在 于 N 类 函数 的 性 质 可 用 相应 的 有 界 函 数 
性 质 表 现 出 来 . 例如 , 边 值 性 态 等 . 由 此 即 可 得 ， 

定理 3.1.9 设 fEN, 则 了 的 非 切 向 极限 fCe) 几 乎 处 处 在 
EEE f(z) 针 0, 则 log | 了 Ce*) | AL. 如 果 FE HC p>), W 
JEDEL. 

证 明 设 f/(z) 关 0, 由 定理 3.1.8, 不 妨 设 SOS, 
He) 1<1, PS1 因为 gp 和 多 为 有 界 解析 函数 ,它们 几 
乎 处 处 有 非 切 向 极限 ele) A (ce). 由 Fatou 引 理 ， 


f logige’ I 40 < lim inf { — [iog Ire) 1dg}. 
0 ræ] a 


由 Jensen 公式 可 知 | log | pre”) 1dg 是 > 的 增 函数 . 因而 可 知 
log | gre”) | E L, FEAT A log ore) EL, MA Wes) 不 能 在 一 
SEWER LSFS SM oD =0). 于 是 SHEARER fe IL 
乎 处 处 存在 ;上 且 log | f Ce") | EL, ALAR Fatou 引 理 可 知 ; 如 果 FE 
HS fe) E L? EH, 

这 定理 说 明 , 如 果 SEN 且 在 一 个 正 测度 集 上 Ce”) =0, 则 
F(2)=0. 换言之 ,N 中 的 函数 是 由 其 在 一 个 正 测度 集 上 的 边 值 唯 
一 确定 . AH? (p>OCN BGR Mt A? 函数 也 成 立 . 

由 定理 3, 1. 8, 利 用 了 的 表示 /一 Wy MMB SEN, 


jog- (fcre) |d0 有 界 ( 其 中 log-z 二 max{ 一 logzx,0)), 因 而 FEN 


HHRH | log” Soeh 1d9 ER. 

解析 应 数 的 零点 不 能 售 集 到 其 定义 域 中 的 某 点 ,否则 它 恒 等 
FE. 而 且 如 果 和 解析 函数 模 的 增长 洲 足 一 定 的 限制 条 件 , 则 其 零点 
“快速 地 * 趋 于 边界 . 下 面 的 定理 说 明了 此 原理 


-120 + 


EH 3.1.10 if f(z) 半 0 为 |z| 过 1 中 的 解析 函数 ,zi ,zs，…* 
为 了 的 零点 ( 计 及 重 数 ), 那 么 | log |S Gre") 1d9 有 界 当 且 仅 当 
Dd) =z, |)<00 


证 明 设 / 在 z0 有 m 级 零点 ,因此 有 
F(z) = az" +e. a(z¥ 0), 
记 其 他 零点 为 w, 并 设 它们 按 模 增加 为 次 序 进行 排列 , 即 有 
0< lal <lal<~< lal <-, 


根据 Jensen 公式 
if a _ r 
A log |f (re) 1d = De 十 log(lelm)， 


|a, | 


EAM r 的 增加 而 单调 增加 ;假若 有 上 界 C, 那 么 ,对 任意 固定 的 
N, 4 r> lay |B 


N 
“=1 la, | lal Er la, 
令 一 1-, 则 有 
N 
Plog By <C — logal, 
m= 1 ™ 
取 指数 即 得 
0< jaje £ I la, | 


因此 >} d—la,|)<co 
反之 ,由 Jensen 定理 知 


1 [* ie: r 
+ 站 4 ao = | I -4 
exp | Fel, og |f Cre”) | laler EA 


从 而 有 


N 


lal”, 


. 1 [* | 
(ILie elz, log | f Cre”) \da} < lel. 


由 条 件 >) -lacna [[ lan] eo, MK ER AT 


îr 
去 | log | Fire) ide <M < co, 
27 Jo 


* 121» 


证 毕 ， 
推论 3.1.4 设 fEN,{z.} 为 了 的 零点 序列 , 则 有 
Sid = ial < a. 


由 于 对 p> CN， 我 们 自然 会 猜测 , 当 SCH’ 时 ,关于 了 了 
的 零点 {z.} 趋 于 边界 的 速度 会 比 推论 中 反映 的 速度 更 快 , 但 是 , 即 
使 是 fEH”, 也 没有 比 此 更 好 的 结论 , 事实 上 ,对 于 任意 复数 列 
(a) CD. HD) (1 一 la)<co, 我 们 可 由 此 得 出 一 个 恰 以 {a)} 为 
零点 的 有 界 解析 函数 f. 构造 这 样 的 函 教 ,自然 会 想到 以 a 为 零点 
的 分 式 线性 变换 p (z) 二 (a, 一 z)/(1 一 &.z). 而 将 FRAME 
KARA. 

TE 3. 1.11 设 ay sQry aso" :为 复数 序 Fil, Aye 0< ais 
ja [See »A 


Sa- Jal) < o0; 
则 对 任意 0<R<1， RRB 


Biz) = I te | = 


E [zl <R PRAM. 每 个 w 为 B(z) 的 零点 ,零点 的 级 等 于 和 
在 此 序列 fo) 中 出 现 的 次 数 ; 除 lant SF- BO) AAS AR. HA 
|Bz) |<1(zE D) 4 |z|=1 ELERA |B) j=. 

证 明 在 |z| 志 RR 中 ， 

| L (a, + |@,|2) = la, D <02 lan) 
a, 1—a,z a,(1—a,z) 1—R 

因为 D (1 一 1a.1) 之 oo, 故 可 知 无 穷 乘积 表示 1z| 志 R AH 
OM BCz). 而 且 {a,} 恰 为 B(z) 的 零点 , 显然 , 当 1z|<1 时 
|B(z)|<1, H| Be") S. 

FEER |B") | 一 1,a.e. .对 于 SEH” ,由 Lebesgue 控制 收 
MEHR M;(r, 放 的 单调 性 可 得 


2r z 
f Lfcre")|d0 < |’ IFC) |de, 


122" 


应 用 到 函数 f= B/B,, ep 
Bz) = TI al IE, 
”因为 18.(e*)| 寺 1, 帮 有 


E Bire) 
ô B, Cre) 


由 于 在 lel =r 上 B,C) HKA F Bz) ;所 以 , 
on < | 1Bceo |de, 


- HALB) ESN e. » SEE | BCe) | =],a. e, 证 毕 . 
ie oa 


do < i |Bte*) [dz 
i¢) 


B(z) = oj el ane 


a, l— as 


的 函数 称 为 Blaschke HA, H m 为 非 负 整 数 ，>1 Ola p< 
oo, 点 集 {e} 可 为 有 限 集 ,甚至 是 空 集 . 当 为 空 集 时 ,我 们 理解 为 
B=. 

我 们 已 经 知道 任意 H BB /re2) 当 r17 SLE Ah eh Me 
到 一 个 属于 L 的 边 值 函数 fe"). 我 们 将 要 证 明 , 当 Fe He 时 ， 
flre”) 还 按 p KE EK MBAR BR fe). 下 面 的 分 解 定理 
将 在 我 们 以 后 的 研究 中 起 着 重要 作用 . 

定理 3.1.12 i SEH (p>0) MADE 

I (z) = Biz) gz), 
其 中 B(z) ft Blaschke RA, g(2) CH’ HE DHERA OAI, 
若 fEN, 则 有 f==Bg, 其 中 gE€EN BH DAKE). 
.证明 AGE f(z) 有 元 穷 多 个 零点 ,否则 定理 显然 成 立 . 设 


Bz) = e ial 和 一 


im 0 61 az 
表示 部 分 Blaschke FEM. 又 设 g.(z) =f (2)/B, (2). 对 固定 的 nx 和 
> 0. H |e ZHE 1 时 ,|B,C2) | 之 1 一 8, 所 以 ,对 充分 大 的 + 之 1 
有 
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[leren ao < is foe ldo < 
由 单调 性 可 知 上 式 对 所 有 0<r<1 RE. 令 e>0 得 


‘In 
I. be(re OSM (Or <1yn= 1,20). 


_M 
(1 一 £)” 


由 定理 3.1.11,g,(z) 在 |z| 一 R 上 一 致 地 趋 了 于 g(z) 二 f(x)/B(z)， 
FH gH’ Th gD 中 无 零点 (fEN 时 ,类 似 地 可 证 ). 证 毕 . 


利用 此 分 解 定理 ,容易 证 明 下 面 的 平均 收敛 定理 . 
EH 3.1.13 WF JEH Ó< p<), I) 


tim| Hf (re rdo = "|fe "08, 
而 且 
limf” | fre) = Fee) td = 0 
证 明 先 对 p==2 证 明 (2) 式 .如 果 了 EH?， 
flz) = Sar 
则 >) |oj*<<co, 由 Fatou 引 理 p 
人 eeo — fee) #40 


< lim inf| "| fre) — fle) 12db 
p+) o 


= 2), |a pa rP. 


a= i 


令 r>1, 即 可 知 (2) 式 成 立 . 由 
[| fre) |? — [Fe |? | <S Ere — Fle) |. 
即 可 知 (1) 式 成 立 
如 果 SEH’ (O<p<oo), AEH 3.1.12 有 
F(z) = Biz)g(z) 
AA ODE D PEER ao PIE A’, rey HM 


ir | flre®) |7d0 < ii |g (re”) |*dd 
it) [+] 
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(1) 


(2) 


2a x 
— [le(e) 1 = [Elre ae 


再 由 Fatou 引 理 可 得 (1) 式 ,由 (1) 式 推出 (2) 式 是 下 面 引 理 3. 1. 1 
的 直接 推论 . 证 毕 . 

”下 理 3.1.1 设 0 为 直线 上 的 可 测 集 ,%€ LC0) UO<p< 
00) 5 一 1，2， 当 2 一 co 时 ,在 如 上 几乎 处 处 有 alr) =r), H 


fiaa |*da 一 [Ine 1*dz < co， 
则 
lim| IR — Kz) dz = 0. 
证 明 OX Ay a ECO, ic 
JE) = f laa |*drz， JE) = f laa 1*d> 


Fit ESAE, Jh Fatou 引 理 
J,CE)S lim infJ, (E) < lim supJ, (E) - 
< limJ, (2) — lim infJ,(E) < TO — JCB) = JCB). 


Ri WHT ECR, A 
limJ,(E) = J(E), 


给 定 > 0, FCA, 使 得 FF 的 测度 有 限 且 J(F)<e, 选 取 o> 
9. ER -QOCF, H mO A Wh J(Q)<e. 由 叶 果 洛 夫 定理 , 存 立 
QCF ER m(Q)<6, HE ESQ 上 gz 一致 地 收敛 二 gla), 
于 是 ,对 充分 大 的 Ry 


{ls — gl*dz = I, + | 十 [lace 一 pa} |Pdx 


LPD + IP) + JQ + TO + | R — ple) lde 


< (2° x 6 + le, 
令 e>0, 即 知 引 理 成 立 . 证 毕 . 
引 理 3. 1.2 对 a20,b520, % 0<p<1.48 


jlog* a 一 log* b| & Fla — bj’. 
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证 明 不 妨 设 1<b<ia, 由 于 
logz < $a — 17, zl, 
令 z=a/b HE 
a 1 六 
生生 放生 一 
或 
loga — logs < la — /br 运 za — b)’, 
证 毕 . 
由 些 引 理 和 定理 3. 1. 13 即 可 得 如 下 推论 ， 
推论 3.1.5 如 果 SEH (p>), Ml 
lim| “llog* |f(re’)| — log* Lrceo11dg= 0. 

这 推论 对 S E N (Nevanlinna 类 ) 未 必 成 立 , f(z) 二 exp{(1 十 
2/A—z) NARA. 

定理 3. 1. 12 Riesz 分 解 定理 ) 可 进一步 改进 为 典 则 分 解 定 
理 , 这 定理 在 H 理论 中 是 极为 重要 的 , 典 则 定理 的 证 明 用 到 下 面 
的 不 等 式 。 

定理 3.1.14 MR SEH’, p>0, W 

log Lf re) | S| pl, ~ Diog Fle) dt, 
其 中 plr,9 一 f)} 为 Poisson 核 ， 

证 明 由 定理 3.1.12, 当 EH? 时 ,有 分 解 式 了 f(z) 一 B(z)、… 
g@). EP gC H’ HED PLEA. NM | Be) |<1,(z€D). KA 
ik [EH ASE DASA. TE log |E DAAH 
%, A 


an 
log| fore") | = | "ptr 6 — Dloglf pe) [de r<p <1. 
由 推论 3.1.4, 
lim | "pr. ~ tlogt | (pe) |de 
Pu a 
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一 | ac — tlogt | fte*) |de; 
0 
另 一 方面 ,由 Fatou 引 理 ， 
lim| pcr, — plog™ |f Cpe") idt 
Pld 


‘tar 
> | p(r,6 — tylog™ | fe) |de, 


两 式 相 减 即 得 要 求 的 不 等 式 , 证 毕 ， 
回 到 分 解 问题 , 设 f(z) 40, fEH*(p>0), HEM 3.1.9, 
FEL AAIE EL ARRAN 


F(z) 一 expt | a + log | f(e") idt}, 


fC) =Bl2) gle) H Riesz 4R, TÆ g(2)Æ£0, Mi |g) | = 
[Asa e ,由 定理 3.1.14 TADS EDLA 
Poisson #4 4} HY PEETI AA | gce) | = | Cet) sa. e. Ai e = 
g(0)/|2(0)|, WR Slzed=e ?glz})/F(z}) 在 DD 内 解析, 且 有 性 
质 ， 


Oistz)| <1, [ste)|=—1,a.e., s(0) > 0， 
这 说 明 一 logjskz)| 是 正 调和 函数 且 在 边界 上 几乎 处 处 等 于 零 , 因 
此 一 logs (zj 可 表示 为 关于 有 和 界 非 减 奇 异 尔 数 AO a=, 
a.e. ) 的 Poisson-Stieltjes 积分 . RA s(0)>>0, 故 可 得 
"g + z 


St) = exp] — žag). 


综合 之 RIAS 
fiz) = BOS) F(z), 
为 给 出 典 则 分 解 , 先 引进 两 个 术语 : 设 pa) EL? logan EL, 
7 TR At) 220, 
F(z) = exp | £ 
A H’ bea ae. 
om fz) 在 D 内 解析 ， | f(z) 过 1, (FC) |=1.a.¢., MR 
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"dte 


orl. -loggt de | 


了 f(z) 为 内 函数 . 刚才 我 们 说 明了 每 个 内 函数 都 有 一 个 分 解 2?B(z) 
+ S(z), KP Bz) Blaschke FEA, 


S(z) = exp|— |. F + Zdyt)} 


其 中 plz) 为 有 界 非 减 奇异 函数 (jx(z) = 0,a.c.), RAT St) 
的 函数 为 奇异 内 函数 . 

定理 3. 1. 15( 典 则 分 解 定理 ) 设 SEH (p>0). ro) 天 0, 则 
了 有 唯一 分 解 


F(z) = B)S(2) F(z), 
其 中 Bz) ® Blaschke FEMS (2) EAHA, FOE H 的 外 
IK. 反之 ,每 个 这 样 的 乘积 BC(z)S(z)F(z) 均 为 Hr BR. 

证 明 我 们 已 经 证 明 每 个 H’ 函数 了 可 作 这 样 的 分 解 ,而 且 
唯一 性 是 显然 的 . 只 要 证 明道 命题 , 对 此 ,我 们 又 只 要 证 明 外 函数 
F(z)E H’ Wa. 由 于 

F(z} = exp | 机 
利用 算术 -元 何 不 等 式 ,可 得 
KOENE — IY) Yd, 


am git 十 多 
ont, ef zjog%(t)dz | ， 


于 是 
| RESIT < | “(yey Pee. 
因为 WE Hany FEH”. 证 毕 . 
注 对 于 /EN, 存 在 类 似 的 分 解 ,对 于 C2) 20 slogo(s) € 
LR 
"e + z 


F(z) = enexp lif On slogy(e)dt | 


为 关于 N 类 的 外 函数 (这 时 条 件 yo EL WRH). 
$3.2 H? 上 的 复合 算 子 的 简单 性 质 


设 gD 一 DD 为 解析 函数 , 则 9 按 下 述 方式 导出 的 H 上 的 线性 
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AT Co: 
l Car 一 .yp (f EH), 
称 为 HE 上 的 由 gg 导出 的 复合 算 子 . 


3.2.1 复合 算 子 的 有 界 性 及 其 特征 


BRC, 是 线性 算 子 . 由 Littlewood AREETA C, 4H? 上 
的 有 界线 性 算 子 . 事实 上 RNA PH eR: 
定理 3.2.1 设 g:D->D 和 解析,p>0, 则 对 一 切 f€ nH?， 


* 4 1+ loi” 
f [fee 40 < FE IAS S" feen praa, 


证 明 iagi) e pa), M p DD ABBR, 
Hy =0, piz) =p ° Plz). 根据 Littlewood 从 属 原理 ,对 一 切 
TEH’, 


六 recorde= | Ife a = peer) [ra 


< Fis 。 p (e) |2d8， 
在 上 式 积分 中 作 变 量 符 换 Á= pe) WA 


2e it p 
Firea- api Ed 
1+ lal{* 
< HHA f rc rag 


Lleo pea 
1s cone Me ) "d0. 


证 毕 . 
由 定理 3. 2. 1 直接 可 得 如 下 推论 . 
推论 3.2.1 Be: D-D 解析 , 则 Cy 为 瑟 上 的 有 界 复合 算 


子 而 且 有 
1cA <y ETE I 
由 于 C 将 FY 中 的 常 值 函 数 映 成 常 值 耳 数 , 故 C, | 之 1, 由 
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定理 3.2.1 知 


1c < YH AO, 
故 当 gx0)=0 时 ,上 Co <1. 从 而 Cel =1. 
另 一 方面 ,Nordgren[No68] 曾 证 明 : 对 任意 内 函数 p, H? 上 的 
复合 算 子 Cy 的 范 数 
Ics = HHO, 
9 1 一 | 红 0)| 
所 以 推论 3. 2. 1 中 的 估计 式 是 最 佳 的 . 
复合 算 子 的 共 轿 算 子 Ci 有 较 好 的 性 质 . 下 面 的 引 理 说 明了 
引 理 3.2.1 设 wD->D 为 解析 函数 , 则 对 任意 的 zE DD， 
C K, = Kyw. 
证 明 对 任意 SEH, 
(fC K= (Cf ,Ky = Caf (x) 
= f(g(2)) = (f, Know), 
由 的 任意 性 即 知 Cy K. =K po DEB. 
HACKAR TC 的 上 述 重 要 人 性质 可 对 一 般 的 上 C, Il HE 
出 估计 ， 
推论 3.2.2 ipt D ARH, A ADCD,WA 


a z g Lto] 


证 明 上 界 由 定理 3.2.1 即 得 .由 于 = K, 为 在 z=0 处 的 计 
值 泛 函 关于 H’ IT pe, H C; 1=Kyo ‘E 


[Col = Cz > VCr1 le = Ken lle = 
证 毕 . 
注 此 范 数 不 等 式 是 最 佳 估计 . 因为 当 g 为 内 函数 时 ,上 界 可 
达到 ;而 当 Kx) 三 0) 时 ,容易 证 明 
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1 


JT — To E 


Ic, | = 一 一 一， 
vi— lgo 
这 是 因为 这 时 对 任意 FE Cf (2) = fiS pO, 
. Kyo) RA 
1 
VI~ [ROT 
如 果 {e,:n 一 0,1,2,…} 为 H? 的 一 组 规范 正 交 基 ,C, 为 H+ 上 
的 复合 算 子 . 如 果 e.(z) 二 z, 则 
Celz) = Az) = (C) ie. 
下 面 的 定理 指出 这 性 质 正 是 复合 算 子 的 特征 性 质 . 
定理 3.2.2 设 了 为 瑟 : 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 了 为 复合 算 
子 ( 即 存 在 解析 函数 p DD, HR T=C,) EB EE ERE 
负 整 数 n.Te.= (Te ,其 中 e(z) 一 zz 
证 明 ”必要 性 显然 成 立 , 下 面 证 明 充分 性 : 设 p(z) = 
(Te) Cz), Wi 
ell. = il (Te, ||, = | Te, | ; 所 | T || 3 
两 边 开 n 次 方 并 令 n>oo, 则 上 式 右 端 趋 于 1 ,而 左 端 为 


\ Cr I 一 | Keo I 2 一 


im grl $= lieaf gaf, 1ce eaa) * 
= sup{ |K) |: |z] = 1} 
= ipla 
于 是 有 | pl <1. 根据 最 大 模 原理 , 则 或 是 9 将 DD 映 到 DD 内 ,或 
是 gz)=a(io| 一 1). 由 于 有 界线 性 算 子 7 不 能 将 每 个 基 向 量 。 
BER Pel lal 一 1). 从 而 可 知 p 为 内 的 解析 变换 ,而 且 对 每 个 
EHE ,有 
Ce [ADT = [Pato 
= (Te,)(z), 
即 对 任意 非 负 整数 有 Cx, 一 Te,, 从 而 =C; HEM. 
推论 3. 2.3 METHA 上 的 有 界线 性 算 子 ,T 为 H 上 的 
”复合 算 子 的 充 要 条 件 是 对 任意 D 上 的 有 界 解析 函数 S eH 
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Tlfa)= (Th) Tae), 
证 明 ”必要 性 ,由 复合 算 子 定义 即 知 , 对 于 充分 性 ;由 条 和 件 知 
Ta = (TaY, HP elo) =r 为 D 上 有 界 解 析 函 数 ,根据 定理 
3, 2.2 即 知 了 为 复合 算 子 .而且 可 知 Xz) = (Te) (2). HEH. 
”利用 A SORE ERA TER. 可 给 出 复合 
算 子 的 另 一 特征 . 
定理 3.2.3 UTAH 上 的 有 界线 性 算 子 ,对 zE DK. 2 
示 其 核 函 数 , 则 了 为 复合 算 子 的 充 要 条 件 为 集合 {KK.:zE DET 
作用 下 是 不 变 的 , 且 有 了 * 天 .一 天 wo. i HT K= Ko Bid. 
证 明 MET 为 复 合算 子 , 记 了 一 C", 则 对 任意 SEH, 
FT"K)= (TfK,) = (Cf ,K,) 
= fi 一 《了 天 way， 
由 上 地 的 任意 性 即 知 了 "并 :一 天 wy， 
反之 , 若 对 任意 的 zED,T*KK, 二 Kx;: 则 
Th(2= Tf Kdo = T° KR.) 
= (f, Kyo) = f(g(z)) 
= Cf i2), 
FE T=C EE. 


3.2.2 一 些 特 殊 类 复合 算 子 的 特征 


由 于 解析 函数 的 唯一 性 ,CC， 总 是 一 对 一 的 ,而且 Cfs— Cy. g 
恒 等 算 子 是 C,, 易 知 C@ 的 可 道 性 隐 含 着 gq 的 可 道 性 ,下 面 定理 刻 
画 了 可 逆 复 合算 子 的 特征 ， 

定理 3.2.4 设 C* 为 如 :上 的 复合 算 子 , 则 Ce 可 逆 的 充 要 条 
E pE DA DEH Möbius 变换 (或 称 共 形 自 同 构 ). 

证 明 SHE. po =p == ae DWF p e Ae) 
=2, WA GG) =ale) Kh C=C. & ol) =ae (Al =D 
$2) =Az, RAB Cy’ <C>. BE D ETE — Mobius 变换 都 可 


KË Ke) =A 2 (jal =1,cED) KTM C, HRY. 


1—az 
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EE BC 是 可 道 的 ,其 逆 算 子 为 了 . 设 f,gE BH? 为 有 界 
PAT BF . HY 
CTIS D= fe = (CTS) + (CT) Ce) 
. =[(TA) > 9] + (Te) > ge) = [LTA TE > p 
BCT (fg) — (TP) (Tg) ] - p= 0. 
由 于 C, TT, ae p AY BE A HB AT PY PRE: 
TA 8 的 值 域 为 九 中 的 非 空 开 子 集 , 再 出 解析 函数 的 唯一 性 可 知 
T fg) = (TH Tg). 
由 推论 3. 2. 2 知 工 为 复合 算 子 , 邑 存在 某 解 析 函 数 y;D>D ,使 得 
T=C,. 于 是 有 :对 任意 ED, 
CC, (2) = TCK) = z = CT (2) = CL), 
这 说 明 pE DAD LAY ARETE. A 8 为 Mobius E. WE 
E, 
众所周知 ,可 道 算 子 必 是 Fredholm 算 子 ,对 一 般 情 形 ， 
Fredholm 等 子 未 必 是 可 道 的 . 但 在 复合 算 子 情形 ,Cima, Thomson 
和 Wogen[Citw74 EH T RARE SHAN. l 
定理 3.2.5 ge D-D AR RR, MC, 为 Fredholm 算 子 
的 充 要 条 件 是 pH Mobius 变换 ， 
证 明 Æ pH Mobius 变换 , 则 由 定理 3. 2. 4 知 Cy 为 可 道 的 ， 
从 而 是 Fredholm 算 子 . 
反之 , 若 gp 不 是 常 值 范 数 ,由 解析 函数 的 唯一 性 可 知 KerC,= 
{0}, C a} Fredholm 性 ,我 们 可 设 Ran(Cy) 是 闭 的 ,而 Ran(C,)+ 
为 有 限 维 的 . RK 有 如 下 典 则 分 解 : 
Az) = BSF e. 
首先 ,我 们 要 说 明 15S(z)| 寺 1, 且 B(z) 在 其 乘积 中 仅 有 有 限 个 
AF. 
因为 RanC,=span{g"sn=0,1,2,-+} ,对 SEH” ik 
. fH? = {glg = fhh € H} SH, 


[ppap } C BH? MN SH", (1) 
。 133 。 


注意 到 BE 知 SH? 是 H? 的 闭 子 空间 ,而 且 如 果 B 为 其 表达 式 
中 有 个 因子 的 Blaschke ÆR, Ij CodimBH’? =n, Ait. a B E 
无 穷 乘积 , 则 CodimBH?*= 十 oo, 又 因 对 任 给 的 奇异 内 肾 数 和 任意 
整数 x, 我 们 可 将 5 BEARR: 
S = Si sS e e Sp, 
其 中 S 为 奇异 内 函数 , 设 T. 是 如 下 定义 的 H 上 的 Toeplitz 算 
F: 
T.: f| sf, 
易 知 每 个 工 , 是 真 ( 非 两 ) 等 距 . 因此 
Codim(SH?) = Codim(T,H*) =+ œ. 
由 式 (1) 可 知 ,我 们 可 设 g=BiF ,其 中 B ER AETH Blaschke 
RELF A H Pas eR. 
下 面 证 明 :% 二 1 且 对 一 切 zE D, |F) |=. 
 #IB 
Bz) = IT! i= 元 
la <1 j=1;2, ke TRE n=1,2,3 s 
, {pp ps} C BH, 
H Codim( BH") kn > 2n, Ait 
~ CodimRan(C,) = Codim{1,p, pe} >n — l, 
即 有 CodimRan(C,) = +°° SRF E k k=, E 
ae) = (22% 
APY lel -<1 时 ,Cy WRAF CM § 3.3 定理 3. 3. 1) ,我 们 只 


ER | oll -一 1 的 情形 . 假若 存在 紧 子 集 ACAD= (2: |z|=1} 
具有 正 测度 且 


， ZED, 


F(z), ja|<1,2€ D. (1) 


| [Fe | <p<i, PEA, (2) 

由 于 A? 中 的 闭 单 位 球 是 (Montel 意义 下 的 ) 正 规 族 , 故 若 SEH 
Ai 81 委 1, 则 存在 常数 K =K), 

IF| S K, lezl Se. (2) 
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FEHR: CH Re H 中 在 集 4 LARK. 如 果 fe 
HAOI D AMATE E A 的 任 一 角 域 , 则 


lim Po Jee. 
如 果 =C fM 
lim glz) = si] 5) Fe)| = f(D, 
2E ACH e+e? 1 ae” 
其 中 
{8| = (2 =| Fe)| < P. 
由 不 等 式 (3) 可 知 


lete |< KI ral 2 {le € A), 

BANA 4 中 有 正 测度 的 互 不 相交 的 集 列 , 且 使 得 UA, =A, 
Mt j=162,- 1% e 8 aD LAE RL, HEA, EAE 
无 界 , 而 且 可 选取 gj, 使 得 logg; 亦 可 积 , 根 据 Szego 定理 ,存在 万 
EH 满足 条 件 

\f;} = gp ae 

RH =CHON, p 为 H 到 NN 的 正 交 投影 . 显然 ,由 S, 的 选取 
可 知 { 方 } 的 任意 线性 组 合 都 不 在 CH? 中 ,由 此 得 到 {pf)} 是 线性 
无 关 的 ,若林 然 , 存 在 非 零 复数 组 {fw ,ms,… ,a,} ,使 得 


0 = Satt, = p{ > wp 
于 是 有 
Lal E C,H’, 

H it .CodimC,H? = +00, GRO. 于 是 |Fle*)|=1(a.e, )， 
由 于 下 为 外 函数 , 故 可 知 |F(z) | 三 1(zE DD), 于 是 gxz) 为 具有 单个 
因子 的 Blaschke 乘积 , 即 ge) H Mobius 变换 . 证 毕 . 

正常 算 子 是 一 类 极为 重要 的 算 子 , 它 在 理论 方面 及 应 用 中 都 
占有 极为 重要 的 地 位 ,但 是 ,在 绝 大 多 数 函 数 空间 中 ,正常 复合 算 
子 是 平凡 的 , 故 正常 复合 算 子 将 不 是 我 们 研究 的 重点 . Hee 
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说 明了 这 点 ， 

定理 3. 2.5 如果 由 函数 组 成 的 Hilbert 空间 五 的 范 数 是 由 
I Sez? = 278.|c|: 给 出 的 ,其 中 { 有 .) 为 某 一 正 实数 列 , 则 C。 
是 正常 算 子 当 且 仅 当 yz) 二 rz |r| 专 1)， 

WA 关于 五 中 的 范 数 的 假设 说 明 {1,z,z,…} 是 正 交 的 ， 
因为 Cel =1, 册 Cs 的 正常 性 可 知 CCl 一 CCy 1 ,或 C81 一 
CxCy 1; 由 此 可 知 C2 1 为 常数 . 从 而 可 知 

C,(2H) C zH. 
特别 地 Crz=PE 2H, hk 90)=0 且 由 1 和 z 张 成 的 子 空间 关于 
Cz 是 不 变 的 . 因为 由 1 张 成 的 子 空间 是 约 化 子 空间 , 故 z 也 是 CC; 
的 特征 向 量 . 出 Cs 的 正常 性 可 知 z 为 Cs 的 特征 向 量 , 即 有 p= 
Cpt?) 二 rz, 其 中 为 常数 ,由 C AE |r| <i. 

反之 ,如果 2) =Ax( [AS WAHC, 为 正常 的 . 证 毕 . 

推论 3.2.4 Cs 为 HH* 上 的 西 算 子 当 且 仅 当 glz) 一 hx(14|= 
1). 

推论 3.2.5 C, H LH ARERR ST 4 AY Ke) =z, f 
中 4E€[ 一 1,11 为 实数 . 

复合 算 子 的 某 些 等 价 性 是 显然 的 . 这 是 由 可 逆 复 合算 子 和 本 
复合 算 子 的 简单 性 所 导致 的 . 

定理 3.2.6 设 g,y:D>D 解析 , 且 不 是 共 形 自 同 构 , Nike 
的 Denjoy-Wolff 点 a 在 DD A. A BTA IE ER ng (Aa, MAE 
HEC, 西 等 价 于 Cy 当 且 仅 当 对 某 实数 Opl) =e" ez). 

证 明 充分 性 : 设 U A tA TU 如 下 定义 ; 

UN = flez), 
由 假设 可 知 C =U CL. 

DEE KRU ABA (HC, =U'CU. AA a€ D.C, 的 对 
应 于 等 征 值 1 的 特征 子 空间 是 常 值 函数 全 体 . HOC, BS 
价 , 故 Cs 的 对 应 于 特征 值 1 的 特征 子 空间 也 是 一 维 的 ,因为 它 包 
会 全 体 和 常数, 大 GC; 的 对 应 于 1 的 特征 子 空间 也 是 常 值 函 数 全 体 . 
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AA UC) =71, Fi = 1, RB Ko=1 mK 
UKyw = UCj"(Ky) = C UK) = YC *( Ko) = ‘Kya 
特别 , 当 n=] Bt UK yo = AK go ; 故 
(1 一 {$00) I = | Kyo | 一 | UK yo) li 
= YK ll = Kao || =  — [eo D, 
BAE 9, 使 得 (0) =e “YO, RA 
(Kuos Kew? = (UK yos U Ky coy? 
= (1K a0 4K) = (Kyo Kg coy?» 


因此 | 

(1 一 HORONT = A — PDR) 
或 

0) = (FOOT POD GO) = ep (0), 
于 是 


ACO) = fht (0) = e” g, (0) 
= e pp) = e plep). 

由 条 件 a 为 Denjoy-Wolft 点 ,而 且 (0a, GCOWERF a€ 
D, da PEAT RE HE HY A APT OL 2) epe DE D 上 
is. 即 有 

- 2) = Ppl), z ED, 
证 毕 . 
由 于 对 复合 算 子 来 说 ,正常 算 子 的 特征 十 分 简单 ,可 逆 复 合算 
子 的 符号 函数 是 Mobius 变换 , 因此 与 正常 复合 算 子 相似 的 复合 算 
子 的 特征 也 就 完全 清楚 了 . 丁 竺 子 当 然 是 正常 算 子 ,部 分 (Se 
算 子 未 必 是 刁 算 子 ,p 具 什么 特征 能 使 得 Cs 为 等 距 算 子 ? 对 具有 


什么 性 质 的 ,Cs HUTSENT? 这 些 何 题 都 有 较为 简单 的 回 
答 . 

StF RA p, m 为 3D 上 的 规范 Lebesgue 测度 ,于 是 9 的 
边 值 为 3D 上 的 可 测 变换 ,mg 为 aD 上 的 测度 ,下 面 的 引 理 指出 
my :的 Radon-Nikodym 导数 与 Poisson 核 相 等 ， 
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引 理 3.2.2 MR a= | Ke dma), WA 


1 
ime” (u) = palu) = Rellu + a)/Cu — a]. 


证 明 B e= n=O, +1, 42,5 PAR noz0 有 


Í eu dmg (u) = | Ce, © P) udm) 
aD aD 
= | Kuddmlu) = a”, 
an 
另 一 方面 
| eu)P, (udmt(u) = a, 
an 


于 是 dong '/dm 和 P, 有 相同 的 非 负 指标 的 Fourier 系数 ,再 对 上 
RKHD AJ A dmg !/dm 与 P, 具有 相同 的 Fourier 系数 , 故 两 
者 相等 .证 毕 . 

推论 3.2.6 MR |gim=0, 则 p 为 3D 上 的 保 测 变 换 

证 明 因为 这 时 0 二 [gdm=a, 而 Pou) = 1,4 dmp'/dm 
=P,(u)=1. 由 此 可 知 为 3D 上 的 保 测 变换 . 

定理 3.2.7 如 果 p 为 内 函数 ,a= [im SE Lm) Il 


yo fltlel_ /14+|909| 
DCN 1—|al WFO 
/一 | © | 1+{g0)| 


证 明 由 于 
ICSi = [LF + l'àm = [lf lrdmgr = [ypam， Cx) 


A 
1 — lal 1+ lel 
T+ la) SPS Toa 


+ £38» 


由 此 即 可 得 (2). 

因为 Pi 是 连续 的 ,上 且 以 (十 |a1)/(1 一 1a1) 为 其 最 大 值 . 由 此 
及 (x ) 式 可 知人 1) 成 立 , 证 毕 . 

推论 3. 2.7 设 ?9 为 内 函数 , 则 C, HERATA ENM gdm 
=0(H] 你 0) 一 0). 

证 明 AC, 为 等 距 ,由 定理 3. 2. 7 的 (1? 知 ae 一 红 0) 一 0, 反 之， 
若 a 一 愉 0) 一 0, 由 上 定 奸 即 可 知 Cy 为 等 距 . 证 毕 . 

由 上 面 的 讨论 ,容易 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 3. 2.8 如 果 % 为 内 函数 , 且 在 DD 内 有 不 动 点 .那么 Cs 相 
似 于 一 等 距 算 子 . | 

证 明 若 a 为 p 的 不 动 点 ,a€ED, 设 y= > eon. BR YD 
也 为 内 函数 ,而 且 

Cy =O, CLr- = Cp CE3 

故 只 要 证 明 Cy 为 等 距 算 子 即 可 ， 

因为 


| tm = fo o pa gdm = p'e pe RO) 


. =%!° gla) = p'a) 一 0 
由 推论 3.2, 6 知 Cy 为 等 距 算 子 . ie. 


3.2.3 Carleson 测度 定理 和 复合 算 子 的 有 界 性 


早 在 1962 年 ,L, Carleson 就 在 他 对 Corora 问题 的 研究 中 给 出 
了 反映 瑟 *() 函 数 的 性 态 与 其 在 单位 圆周 上 的 性 态 问 关系 的 一 
些 不 等 式 . 这 些 不 等 式 揭示 了 从 HH*CD) 空 间 到 某 些 测度 空间 中 的 
包含 映射 的 连续 性 . 这 些 不 等 式 常 称 之 为 Carleson 不 等 式 ， 
Carleson 不 等 式 在 复合 算 子 的 研究 中 也 起 着 重要 的 作用 . 

HO<8<2,tE 9D, 设 

SE, ô) = {z € D: jz — E| <ô}, 

又 设 eÆ D LAE Borel 测度 ,如 果 存 在 常数 天 <co ,使 得 对 任意 
的 1 引 一 1 和 0< 9<1, 有 
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ELSE, 8) < Kô, 
则 称 py 为 Hardy 空间 的 Carleson 测度 ， 
在 Carleson 定理 的 证 明 中 ,我 们 将 用 到 一 个 关于 OCD) aH 
的 非 切 向 极 大 函数 的 结果 . 对 于 0 志 9<<2z, 设 
= {z € Di | — z| < 30 — lel))}. 
对 在 DD 上 的 函数 f(z), 设 My 为 如 下 定义 的 函数 ， 
Mi} = sup{ {f (2)|;z © Gy}. 
对 于 上 述 定 广 的 非 切 向 极 大 函数 ,有 如 下 的 重要 结论 :存在 与 
无 关 的 常数 C, 使 得 
[meya < ef” | Fe) de. 


这 定理 的 证 明 可 在 [Ga81,p57] 或 [Koo80,p24] 中 找到 . 
定理 3. 2. 9(Carleson 定理 ) Xf D ELÉJE Borel 测度 ,0 之 p 
<o, FAREI: 
(1) 存在 常数 <o0, 使 得 对 任意 tea, 0<8<1,4 
ELSES) < Kd; 
EER SEC, 使 得 对 一 切 f€ HCD), 


| IF lda < curs, 
(3) 存 在 常数 C, BANTER WED, 
Í, ‘T= Jee |?" 
证 明 (2) 二 (3) 如 果 对 某 个 0<p<ce ,条 件 (2) 成 立 , 则 对 
一 2 也 成 立 . 这 是 因为 对 fC H?(D) 445% f= BF, Bit BY 


Blaschke RAF 为 无 零点 的 函数 旦 Fl, 一 | fl;, 考 虑 函数 F 
AY. RK f 一 Kw1p 一 2, 即 有 


3 
| dyte)= | [Ky (2) |*duCz) 


1 一 we 


CK = CT 


故 (C3) 成立. 
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(3) 之 (1) LE aD,0<é<1,KRw= 1d MT ESG, 
EE E] 


1 
2 — 
| Kz) | = 462° 
于 是 
2 z PERD 
f K TERALA dy > 4 
由 条 件 (3) 即 可 得 
mS I< sa| IKu lède < C S8 
D j 1— |w]? 


46° 
spp SACS. 


(1)=>(2) 设 Fe Hr(D), 由 于 极 大 函数 的 下 半 连 续 性 ,对 A 
>0, 集 合 {e?;Mi(e") 之 和 ) 是 单位 圆周 中 的 开 集 , 故 可 表示 为 单位 
国 周 中 可 数 多 个 开 红 I 的 并 集 , 取 4 充分 大 ,使 得 此 开 集 不 是 整 
个 圆周 , 记 以 子 纯 5 的 中 点 6 为 中 心 , 取 半 和 色 38, 使 得 贺 周 恰好 通 
过 了 的 端点 的 集 S 作 ,6) 为 Si MR = 一 re | FD PA= (Pz 
© Go} , 风 883 J HOA. MR g A J A RDE Go 的 定 
六 ,jz 一 | 二 3(1 一 1z|) 一 3le* 一 z|. 于 是 

je — g| È le— A — le e) = 2le* — zh, 
这 说 明 cE Se, |e — 71). Al zEGn 且 已 知 |f(2) | 六 4, 故 对 于 
PEJA M DDSA AATA J 含 于 某 个 五 之 中 ,因而 
Set, |e —4|ICS; BF zE Si 

BAEC), 
utes |f(@)| > ay) < DHS 
KK =H Ke Me) > aI, 

所 以 ,由 分 布 函数 的 变量 替换 公式 [Ru87,p1724] 可 得 

lf ae= [pri {zs lf > Adda 


=C 


< K| px liet M; le) > A} [da 
6 
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= x| "M/Ce*)+d0, 

再 利用 关于 极 大 函数 的 结论 , 即 可 得 到 
| [ Iæ ldu < KC 
证 毕 . 

Carleson 定理 在 更 一 般 的 解析 务 数 空间 (如 加 权 Bergman 空 
间 等 ) 中 有 着 相似 的 推广 ( 见 [CM95] 定 理 2. 36 及 习题 2. 2. 7). 

定理 3: 2. 10 hO<p<o,a>—1,4 4% D EME Borel 测 
E. 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 存 在 正常 数 天 <co ,使 得 对 任意 4E3D,0<6<1， 

SEAD < Ko", 
(2) 存 在 正常 数 Ci<co ,使 得 对 任意 SELAA), 


| ep bar < af FG - Jel "dace; 
(3) 存 在 正常 数 C,< +o, PBUH wed, 
1 2e+4 . 1 
I, i— we du(z) S Cs yr Jew |2) + 
由 于 其 证 明 与 定理 3. 2. 9 完全 相似 ,我 们 将 其 留 作 练习 . 
3.2.4 具有 闭 值 域 的 复合 算 子 
前 面 已 知 ,HCD) 上 的 复合 算 子 C, 可 逆 的 充 要 条 件 为 g 是 了 D 
的 共 形 自 同 构 , 对 于 ?CD), 当 op RA RC, 是 一 对 一 的 
算 子 . 因此 ,Cs 当 其 值 域 为 闭 集 时 ,有 连续 的 左 逆 算 子 . 本 节 中 ,我 
们 考虑 如 下 的 问题 ; 何 时 Cy 有 闭 值 域 ?并 涉及 一 些 与 C, 的 本 性 谱 
有 关 的 问题 ， 
对 于 Nevanlinna 计数 函数 
1 
N, Cw) 一 > ,log To 
其 中 {z(w)} 是 由 在 9 映射 下 的 原 像 ,并 计 及 重 数 ;如 果 we 
QD) ’ 则 N,(w) =0, 对 于 解析 映射 p: D—D, 有 Littlewood 不 等 
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式 , 对 任意 we DAN0))}， 
N,(w) & log Law . 
当 9 为 内 函数 时 ,上 述 Littlewood 不 等 式 几乎 处 处 变 成 等 式 . 
引 理 3. 2.3 如果 为 内 函数 , 则 对 D 中 除去 一 个 面积 为 零 
HITRIMI R wN w) log | RO |. 
证 明 “如果 ?9 为 内 函数 是 K0) 二 0, 那么 对 任意 SEND), 


IAN = IF e glk = IEO +2 PEN SO dAtw), 
根据 Littlewood-Paley 恒等式 
fle = Cap) log L dACw) 
Fg = IFO 1? + 2f tf cw log FT ， 


于 是 对 几乎 所 有 wED 有 N,(w)=—log ET 
WE p BARA 从 0 一 zx 天 0， OMAR 
PZ) = 7 Se 
¢=@° PHA BRA poo TE RTA D 中 除去 一 个 面 
积 为 0 的 集 外 ,Ne(mw) 一 log TwT' 因 为 Now) =N, aw) E D 
中 除去 一 个 零 集 外 有 


— QO): 
Po ° 


1 
log Tawy T 198 


证 毕 . 

推论 3. 2.8 如果 p 为 单 叶 内 函数 ,那么 8 为 局 的 自 同 构 - 

TER FR 8 为 单 叶 内 函数 且 pC0) 一 0, 根 据 引 更 3. 2. 3, 可 
取 wo 产 0 一 9(0) 时 woE9(D) ,使 得 N, Cw.) = —log | wel. 根据 
Schwarz 引 理 ， 

log |r| = log |g Ce) ) | S log |g (zy) | = log | wo. 
FILA | Cw)? |= |e (wo) | HH Schwarz 引 理 知 ?为 旋转 变 
换 . 

如果 多 0) 一 zx 天 0, 对 于 9 一 外。 KH 9 (2) =(u-2)/A- 

+143 + 


uz)) 应 用 上 述 结论 即 可 得 到 所 要 证 的 结论 , 证 毕 . 

事实 上 ,如 果 存在 wwE D\{qx0)) ,使 得 

Nw) = log Onn ， 

则 g 为 内 函数 [Sho87a,p. 388]. 

下 面 我 们 着 手表 征 AD) EA OBS. 具有 闭 值 
域 的 复合 算 子 即 为 那些 下 有 界 的 算 子 . 

定理 3.2.11 UH X D ERRA Hilbert 空间 ,C, 为 二 
上 的 有 界 复合 算 子 . C 有 闭 值 域 当 且 仅 当 存在 es>>0, 使 得 对 一 切 
JEH, 


ICAI > elfi. 

证 明 设 对 一 切 FEH, lest Sell Fl, {Cf} CRC H 

Cauchy 序列 ,那么 有 
[Cf — Cpa S elf. — fall. 

于 是 {f.} 为 五 中 的 Cauch 序列 . + f= lim, SU Caf = lim Fa» i 
RC(Cp) 是 闭 的 ， 

友之 , 当 gp 不 为 常 值 解析 函数 时 ,CG 是 一 一 变换 ,于 是 Cs 是 
HA RCH EAA. h A Eg E g p Cy FEAR T 
Cr , 故 存 在 e>>0, 使 得 对 一 切 SEH. Mill CSE RIC) A 


le CPi < Fic Fil. 


BA CAA, WEB. 

由 推论 3. 2. 2 知 , 当 p AARC, 在 HiCD) 上 下 有 界 , 从 
而 Co ARER 这 启发 我 们 去 寻找 对 一 般 的 w,Cs 有 闭 值 域 的 条 
件 . 先 考 虑 引 理 3. 2. 3 的 另 一 个 有 用 的 推论 . 

推论 3. 2. 9 如 果 gp 为 内 函数 , 则 存在 常数 C>0 和 p<<0, 使 得 
对 圆 环 p< |w|<<1 中 除 一 个 等 集 外 的 点 ww， 


证 明 如 果 ?40) 二 0, 则 由 引 理 3. 2, 3 立即 可 得 结论 (这 时 只 
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ER p=0,C=1/2Eh a] ). 
如 果 (0) =u y= pa © 9; 则 由 引 理 3. 2. 3,D 中 除 一 个 零 集 
外 的 Ws A 


1 
N,(w) = log rch yh 
Be o 
1 n] 2 t= lel’? aL 
log [ecw | 1 [a w) | i Ea Jwt?) 
1— lal? _ 23 HN 一 je), i 
之 1 (1 一 |w|?) I og Tal? 


Feb ~ Re RH H E lol BEL A EIE F E EJE. 由 
此 即 可 得 结论 - 证 毕 . | 
为 记号 简便 , 令 


Tw) = 


N,(w) 
— log |w|’ 


= {w € Dir, >c). 
显然 to ren 为 证 明 我 们 的 主要 定理 ,需要 一 个 属 
F D. H. Luecking[Lue81] 的 重要 定理 . 

定理 3.2.12 设 G 为 了 的 可 测 子 集 , 对 任意 之 一 1, 下 列 条 
件 等 价 ， 

(1) 存 在 C>0, 使 得 对 任意 8E AND), 


fleka- aw <Cf ls = DAG) 


《2) 存 在 3>>0, 使 得 对 任意 1 一 1 及 0<p< TI 有 
IG N SCE,h) | = oh’, 
HR SER ={zED; le E] <a}, ARRE 4 的 面积 . 
由 此 定理 中 a=1 的 情形 ,在 表征 CD) LAA AEREA 
算 子 时 起 关键 作用 , 先 看 下 述 推论 . 
推论 3. 2. 10 MR riz) D LAA AR WBA FE 
两 命题 等 价 : 
(DFE K>0, PB MER EHD), 
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1 1 
if @PeGrlog Bada) > Kf LP @) log ThadAce) 


(2) 存 在 C0 和 52>0, 使 得 对 任意 |#|==1 和 0<6<1， 
IG. N SEA) | = Sk, 
其 中 Ge= {z€D:t(z)>C}. 
W (DS AW SEA (D4 Ay EAI(D), 又 


因 当 |z| 一 1 时 ,log [5 一 1 一 |s|*, 由 条 件 (1), 存 在 K >O AE 

—} gE AMD), 

| EOD- lza SK" f, lepa- lel dace. 

ARÉ, G= fr(e)>C) 可 得 

K | Jew ha— DAADE | Hele) Pra- Izda) 
<f ooa- eda 
+ f eC) PA lzl5d4() 
Slee la) Pa lda) 


j +e le) PU |z/ dA), 
由 此 可 知 
K'—C 

TE |, OPA- DAs | le Izda. 


由 定理 3. 2. 12, 存在 65>0, 使 得 对 一 要 上 |==1 和 0 过 hh 之 1， 
IGAS, H | da. 
-WSD 由 定理 3.2. 12 立 即 可 得 .证 毕 . 

下 面 是 本 节 的 主要 定理 , 它 给 出 了 五 :CD) 上 的 复合 算 子 具有 
闭 值 域 的 特征 ， 

定理 3. 2. 13 ”五 *(D) 上 的 复合 算 子 C, 有 闭 值 域 的 充 要 条 件 
是 存在 正 数 C 和 3 使 得 对 一 切 | 引 =1 和 0<8<1, 有 

IG. N Sh) | > sk, 
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其 中 SC A= {zED:|z—-F| <A HW Carleson $. 

证 明 ”上 先 证 明 当 KO 二 0 时 ,定理 成 立 ,然后 再 证 在 一 般 铺 形 
也 成 立 . 

T H C, 在 HiCD) 一 {fEH?CD);f(0) 一 0} 上 的 限制 ， 显然 
HDH C, 的 不 变 子 空间 . 又 设 存在 C> 0M 3>0, 使 得 对 一 切 
上 [一 1 和 0<<A<1 有 

|G? NA SGA > Oh’, 
其 中 G= {we Drw) >c) ,那么 由 Littlewood-Paley 恒等式 ,有 


TA Ne ql = | lf e) Hog ET a 


dacw) 


‘ Lf Cw) VN, Cw) 


Bw H%0)=0, Littlewood 不 等 式 指出 ,在 D\(0} _E row <1 1K ty 
是 有 界 非 负 的 可 测 函 数 ,由 推论 3. 2. 9 知 存在 >>0, 使 得 对 一 切 了 
€H*(D). 


’ 1 
Í, | f(z) |?e,(2dlog TzF 


特别 地 ， 对 fEH3(D), 有 
(TF? = als? 
-帮工 在 HCD) 上 是 下 有 界 的 . BER SE AOD) Rm feet 
(0), 其 中 gEHICD), 且 -9=g。9 十 1(0), 故 可 知 Cr 在 
HD LETER. 从 而 Cr 有 闭 值 域 . 
反之 ,如 果 Cy 在 HC(D) 上 有 闭 值 域 , 故 存在 >0， 使 得 对 一 
H fC HD). A 


| Cw) |?re(rzp)log lw)? x 


dA(z) 


Ti 


1 dAz) 


lel? = 


> 二 | f' Cz) |Plog 
D 


2 1 dACw) 
aff Go) Woe TT a 


因为 rp) <1 (w0)» hE. 2.9, FTE C> OFM 6>0, 使 得 对 一 
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Yl(c|=1AM0<A<1, 
(C? N S.A) | > bhi, | 
BP C= (zED:rr(z)>>C), 故 定理 在 gL0) 二 0 时 成 立 . 
如 果 GO) = uO, iR 92) = (u—2)/U—uz) A =f. > Pe IM 
KO =0F Cy 一 CC ,于 是 
C 有 闭 值 域 忆 C AAR 
SI Ciô, > 0 使 得 (GP N SG, A] I åk 
=J Crd, > 0, 使 得 1G 1 SGA] S Oph? 
对 一 切 |81 一 1 和 0<h<1 成 立 .证 毕 . 
如 果 存 在 5E dD 及 有 >0, 使 得 gD)N SG,h) =g, ME SE, 
ADL z(2)= 0, 因 而 对 任意 o> 0, IG2NS(.AD{ 一 0， 由 定理 可 知 
Cs 不 可 能 有 闭 值 域 . 


§ 3.3 紧 复 合算 子 


研究 了 复合 算 子 的 有 界 性 的 特征 后 ,最 自然 的 问题 已 ;哪些 复 
合算 子 是 紧 算 子 ?复合 算 子 的 有 界 性 保证 它 将 五 ?中 的 有 界 集 映 成 
ARR. 这 里 要 问 的 是 C 的 诱导 英 射 ?以 怎样 的 方式 压缩 单位 图 
È D AI D hg RERE C, 压缩 鼠 : 中 的 有 界 集 为 “相对 紧 集 ” 


3.3.1 紧 复 合算 子 的 一 般 判别 方法 


Xt D BD PHRI RM p E D A D 中 的 最 厉害 情形 是 将 
万 映 成 五 中 的 一 点 ( 即 py AED. 这 时 导出 的 复合 算 子 C 的 
值 域 为 一 维 子 空间 , 因此 CERAT. 下 面 的 定理 指出 ,如 果 我 们 
假设 gD) 在 DD 中 是 相对 紧 的 ( 即 其 闭 包 为 也 的 紧 子 集 ), 则 C; 也 
ARAT. 
， 定 理 3. 3.1 HRM el.<1,UC, WH LM RRS. 
证 明 ”对 任意 正 整数 ,定义 算 子 


T.f= fie! FEH), 
kad 
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于 是 了 .将 下 映 到 由 9 的 前 2 次 宕 张 成 的 子 空 间 上 TET, 为 


到 上 的 有 限 秩 算 子 (容易 验证 了 HERFST ATD, RN 
要 证 ; lC,-T,.||0. 
因为 


IC, — TAI= | fop 
. k=n+1 
< S| FBI lg 
kangi 
< Ñ | fem lg 
kanti 


< (DFO S la}? 
< IAE iy, 


. V1— lali 
注意 到 条 件 |gl。<1. 即 知 


IE,- TF < a eo (aoo), 
1 一 | 下 
TEC JARAT T, 的 范 数 极限 ,由 定理 1. 3. 6 知 C, 为 紧 算 
子 ,证 毕 . | 
利用 五: 中 范 数 的 积分 表示 ,我 们 对 上 定理 中 的 条 件 可 作 适 当 
的 放宽 .分 析 上 定理 的 证 明 过 程 ,事实 上 ,我 们 有 


KC, — TOF < DY 1 Wgl 
<{ DFO) S iel), 
. = 十 1 ken+1 
由 此 可 知 
IC, — Tala < ( $5 Welg) ż, 


于 是 ,如 果 
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lg < o, 
则 Cy 为 紧 算 子 ,而 上 述 条 件 可 改写 成 如 下 积分 形式 ， 
~ > Dye X) Ef lee ima 


-4 ze iĝ Zn 
去 | Dy Ime mag 


= x. hn, 
zlo 1 [e >| 
XE FASKA H A ETE h E BRA EARRR 
Fubini EAEE). iit LTR BAS SHE Ha ARE SA 因此 ,我 们 就 
有 了 如 下 进一步 的 判别 方法 . 
定理 3. 3. 2 WẸ e:D—D 解析 ,市 且 


r 1 
. | me < 
MET Hi 上 的 紧 算 子 . 
注 在 上 述 定理 的 证 明 中 ,实际 上 ,我 们 描述 了 这 样 一 个 事 


a, 
Sick = Stew Lf —1 a0 <+ 00 
r=) an ? #=0 ? 2 o i_ | ee") |? “ 


一 般 地 , 若 {e,} 为 Hilbert 空间 H 的 一 组 规范 正 交 基 ,T 为 LH 
有 界线 性 算 子 , 如 果 


SiTe < 00, 


We TA H ERY Hilbert-Schmidt AT, WF (22.8 五 :中 的 一 
组 规范 正 交 基 , 故 上 述 条 件 实际 上 指出 Cp 是 Hilbert-Schmidt W 
子 , 而 且 断 言 ,Hilbert-Schmidt 复合 算 子 是 紧 算 子 . 显然 定理 3. 3. 2 
是 定理 3. 3.1 的 有 意义 的 改进 ,而 且 由 刚才 的 讨论 可 得 如 下 更 明确 
的 结论 。 

推论 3.3,1 设 o:D—D Rih, GT C, 为 Hilbert-Schmidt BF 
的 充 要 条 件 为 
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Tp <+ o. 
对 于 复合 算 子 的 研究 ,下 面 用 几何 术语 表述 的 比较 原理 ,在 复 
合算 子 的 分 类 过 程 中 将 起 重要 作用 . 

定理 3, 3.3 设 1 为 (0<<p 扎 oo) 上 有 界线 性 算 子 全 体 工 
CH) AACR pg: DD 解析 ,其 中 9p 是 单 叶 的 . 如 果 CEI, 
A gM DICMD), HA CEL. 

证 明 hw-¢'> gp W wK DA D PH MiB, H y= 
o w, FE Cy 一 CsCs, 其 中 GELC BARK. 因为 1 是 左 理 想 ， 
CET EK. 

由 于 APB iy Ry AL ROD 为 单 连 通 区 域 ,如 
R DAR ER Riemann 映射 9 产生 MLA RRA LC, 那么 
任意 ¢:D-R HEELEM SBF Ca 

这 里 ,我 们 给 出 Hilbert-Schmidt 复合 算 子 的 例子 . 为 此 考虑 
如 下 的 “透镜 "映射 :对 0<a<1, 定 义 0 为 马 到 也 中 的 解析 映射 : 
alz) — 1 
ol 十 了 
Et o(2)=(1+2)/(l—z) ,由 于 oz) 将 DD 共 形 变换 为 右 半 平面 ， 
利用 a 次 鼎 将 右 半 平 面 压缩 为 角 域 {w; |argw| 之 axr/2}, 青 利用 


olz) = 


图 3.3.1 透镜 La 
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和 :将 此 角 域 映 到 五 中 ,如 图 所 示 : 由 于 m(z) 将 五 共 形 变换 成 一 
个 透镜 形 的 区 域 ,我 们 称 0.2) ARR”. 

例 3. 3.1 1% W2)=a,(z) (0<a<1), WUC, 4 H EA Hilbert- 
Schmidt 算 子 . 

证 明 由 于 x= 土 1 为 gp 的 不 动 点 , 除 此 以 外 ,glz) E D. 政要 
WEAR CI — | gfe") 7) 的 可 积 性 ,只 要 证 明 它 在 以 士 1 为 中 心 的 两 个 
AaB | By BBP BY. 由 对 称 性 又 可 知 , 只 要 证 明 在 十 1 为 中 心 的 一 
ANKE Ay ABD BY. 由 于 


_ _~— 2. 
. 1 a2) al) +1" 
易 知 oe”) 一 ictg(8/2) , 故 对 于 <Š, 

fale) | = [ctg(@/2)| < 2/181, 
于 是 有 l 


11 一 A| > > ìl, 


2 

其 中 4 为 正 实数 . 由 于 0<e<<1, 由 此 可 知 (1 一 |g(e)19-: 在 区 间 
[一 x/2,x/2] 上 可 积 ， 

由 于 每 个 点 ge”) 位 于 实 轴 与 过 十 1 有 与 实 轴 夹 角 为 裕 的 直线 
之 间 , 由 余弦 定理 可 知 

1 一 [Ae]? & All ~ we), 

其 中 因为 正 实数 , FEO- ple") D EAA 8 一 0 为 中 心 的 区 
间 中 是 可 积 的 ,因此 可 知 


| Toep < oo. 
由 定理 3. 3. 2 知 ,C* 为 Hilbert-Schmidt Y-F. 证 毕 . 
上 面 例子 中 的 映射 ol), BAR lola = 1 ,但 ce( 万 ) 与 aD RK 
ea 事实 上 , 当 PCD) FE aD 接触 点 不 多 时 ,Cs 就 有 可 能 是 
定理 3. 3. 4 Re:D>D 解析 , 且 MDS F—P AE aD 的 多 
边 形 之 内 ,那么 Cr 为 Hilbert-Schmidt AT. 
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证 明 FER pHi DRAB PRR RRL. 之 内 ， 人 y= Oa 
. p, W g(DICD, H g=e, - g, TÆ C=C C 
ICh S ICAC lle Cn = 0,1,25), 
. 于 是 ,由 C6 为 Hilbert-Schmidt 算 子 可 知 


2z dé on 
去 lo eT 一 Zice; 


< lic, |}? > IC. AERE <-+ o, 


这 证 明了 将 了 D wh 1 HE oe ie Ls 内 的 9 诱导 一 个 Hilbert- 
Schmidt 复合 算 子 Ce 

对 一 般 情形 , 设 多 边 形 为 P, 由 定理 3. 3. 3, 不 妨 设 pg 是 也 到 PP 
上 的 单 叶 解析 肾 数 . 由 Carathéodory 延 拓 定 理 , ?可 延 拓 成 五 到 互 
LAY TA REBAR SY. 考虑 了 的 一 个 顶点 ,不 失 一 般 性 , 设 此 顶点 为 十 1， 
而 且 可 设 此 点 为 ?的 不 动 点 ,于 是 %= (1 十 网/2 以 十 1 为 不 动 点 ， 
A DRE L. AH eo REPEAT SHEL) . kh 
前 面 的 论 诞 ,(1 一 |1%(e ) 1 在 单位 圆周 上 可 积 , 而 当 6->0 时 ， 
he Al We 都 趋 近 于 1 而 且 都 在 过. 的 内 部 , 即 它们 非 切 向 趋 于 
2 故 对 一 切 充 分 小 的 6， 

1- pce? [1 — geet) | = [LE BO IROL, 


F E201 — | gle*) |") FE-PE F O= 0 对称 的 区 间 上 是 可 积 的 , 
Aik. -lpO|O HSA 产 的 各 顶点 的 原 像 为 中 心 的 区 间 
上 是 可 积 的 ,因而 在 整个 单位 圆周 上 是 可 积 的 . 再 由 推论 3, 3. 1,C， 
为 Hilbert-Schmidt A-F. WEA. 

紧 算 子 有 用 序列 描述 的 特征 :将 任意 弱 收 急 的 序列 映 成 依 范 
数 收 和 化 的 序列 (定理 1. 3. 2) ,这 特征 在 复合 算 子 情形 有 着 更 浓 的 分 
析 味 道 . 因为 在 达 : 中 的 弱 收 鳃 序列 有 着 如 下 的 特征 ， 

引 理 3.3.1 设 {f.)CH', 则 {下} 为 弱 收 敛 于 零 的 充 要 条 件 
是 { 态 } 范 数 有 界 且 逐 点 趋 于 零 ， 

证 明 ”必要 性 ,由 于 在 D PE RMU RA GRRE 
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ZA MIHELA cE Df, (2) > 0, RSENS EER OT AAR. 
充分 性 ; 设 {f.}CH?, 存 在 M>0, 18 I fall SM < +H n= 
2.) ASHER ze D, ,lim f.(z) =0, $ F H? H Hilbert 空间 . 
H’ =span(K,;:zE DIMER g E HT AAAA ARASH, 
对 任意 e>0, 有 
g= go DaK,, 


2€F 


其 中 ges<e,FCD 为 有 限 集 ,于 是 
[Foal [Fareed + [fer aK.) | 
26K 


< Met > lall fi]. 
EF 


因而 有 
lim | Fas) |< Me, 

由 e> OTHE RHE PT LF} RG OE. GEE. 

引 理 3, 3.2 tif} CH, AllA|leSM<t+oo(n=1,2,+), 
则 对 任意 zE DD,f.(z)->0 等 价 于 对 任意 紧 了 于 集 KKCD, (f, EK 
ERM RFS. 

证 明 “=” 显然 . 

“>” 对 DHKER ETH 天, 取 0<<r<1, 使 得 天 CrD, 记 
O(r,K)=max{|z—w|:|z}=r,wE K)>6, 于 是 对 任意 ce K, 

fz) al FO) gy 


2zi) t=- E — z 


故 有 
LFS) | Sr 
OIS <4 weer = el El S a AO AE. 
由 定理 3, 1. i ER ol =r. A 


v1 Zi 证 < Ir 
very If] =r BY. F, G0 G00), FH Lebesgue $5 fill Wir Bk 
定理 知 
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imf A0] lági = J tim lim |f i |d| = 0, 


一 GD 


这 极限 与 EK AH MM AA EK 上 一 致 收敛, 证 毕 ， 
推论 3.3.2 IS ICH Wi SIABRRFS HY CBRE 


是 (了 ,} 范 数 有 界 且 fo. 
定理 3.3.5 设 p: D>D 解析 , 则 以 下 两 命题 等 价 ， 
(DC 为 HI 上 的 紧 算 子 ; 


(MRL CHAR fe —>0, UIC, fall 0Gn>00). 

证 明 DSD 设 C 为 吾 2 上 的 紧 算 子 . LRACH, 
存在 M>0,. HB AIL<M<+to,H f, ED PIERRE K b— 
ARATE, HEL. 3. ZC S|], OC +00). 

(2) 一 (1) 设 { 记 } 为 下 :中 弱 收 化 于 0 的 序列 ,由 引 理 3. 3. 1 
知 ,{ 所 } 按 范 数 有 界 , 且 对 任意 zED, 记 (xz)->0, 由 引 理 3. 3. 2 知 fa 


一 >0, 且 有 界 , 由 (2) 知 |ICsf. 上 ->0, 再 由 定理 1, 3.2 知 C, WEA 
子 .证 毕 . 

下 面 我 们 利用 上 述 用 序列 描述 的 紧 复 合算 子 的 特征 说 明 ,如 
果 9e9) 趋 近 万 的 边界 太 快 或 太 频繁 ,C 将 不 是 紧 算 子 . 

例 3.3.2 对 0 过 4<1; 设 Me) = irt 1 —-A) BAC, FEM 
EA RET. 

证 明 ”对 每 个 固定 的 0< EN 
VI—7 
1 rz 
由 邓 ? 函 数 的 睾 级 数 系数 定义 的 范 数 易 知 | 上 fl 一 1, 而且 在 上 的 
任意 紧 子 集 上 一 致 收 敏 于 零 ,从 而 可 知 当 rol BUF 
零 . 另 一 方面 ， 


Iz) 一 (z € D), 


2 
¥1—r 1 


上- 放生 | oe 1 元) 
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l-—r 


Diane ar? 
oad 

o 1—r 

~ (Lor+ar)?— A 
.1 
(r+ 二) 一 r+ 
= itr 
~“14+rQ@r—-1D (0<r< 1), 


因此 
lim If, ° pil = lim ICAA} = At AO, 
由 定理 1. 3. 2 知 C, 不 是 紧 算 子 . 证 毕 . 

利用 以 几何 术语 给 出 的 关于 紧 算 子 的 比较 原理 ,我 们 可 给 出 
C 不 是 紧 算 子 的 一 种 判别 法 ， 

推论 3. 3.3 tke: D-D AAW BH RR, A pLD) 包 含 一 个 
在 aD 的 某 点 处 与 aD UIA A, MC, 不 是 紧 算 子 . 

证 明 不 失 一 般 性 , 设 此 小 圆 盘 在 十 1 与 aD 相 切 , 记 此 小 图 
HW ALG AMEE H A, MO<A<1, H A=AD+ (1—A) PAD 
在 映射 J(z)== 取 十 (1 一 办 下 的 像 ,由 例 3. 3. 2 知 C, 不 是 紧 算 子 . 由 
比较 原理 (定理 3. 3. 3) 可 知 Cy 不 是 紧 算 子 .证 毕 . 

这 推论 实际 上 指出 :gp(e2) 赵 于 3D 太 快 (如 它 沿 切 向 趋 于 边 
界 ). 尽管 gD) 5 aD 只 有 一 个 接触 点 ,Cy 仍 不 能 为 紧 算 子 .下 面 
的 命题 从 另 一 个 角度 指出 ; 若 C, 为 紧 算 子 , 则 9 的 值 域 接 触 边 界 
aD 不 能 太 多 . 

推论 3. 3. 4 设 9. D—>D 解析 , 记 

EG) = (0€ [~ ra] AA] = 1h. 
DR Elg) 有 正 测度 , 则 CC; RRA. 

WA 记 e(z) 二 xz, 则 lie. 上 志 1, 而 且 在 DD 中 的 任 -- 紧 集 上 

{e.} 一 致 收 合 于 零 , 即 {e,} 为 APB RE EAE. 另 一 方面 ， 


2 一 去 | iO | 24 
leg l= on Ire )|”dð 


» 156- 


i Cd n 
2 AN |ge") |” 
= sym (ECG?) >0, 


其 中 mlE) 表 示 E H Lebesgue 测度 , 由 定理 1, 3. 3 知 C, 不 是 紧 算 
F. iE. 

推论 3.3.5 BCH WLW RAF.M lke (<lae.. 

上 述 的 讨论 给 我 们 一 种 直觉 ,Cv 为 紧 算 子 当 且 仅 当 ADA 
DD 的 边界 的 速度 不 能 太 快 ,接触 aD 不 能 太 频 繁 . 我 们 下 面 要 探讨 
的 各 种 关于 复合 算 子 的 紧 性 的 特征 都 基于 这 种 基本 想法 , 只 是 利 
用 分 析 、 雹 何 ,代数 的 各 种 方法 将 这 基本 想法 表达 得 更 为 清楚 . 


3.3.2 紧 复合 算 子 的 角 导数 判别 法 


复合 算 子 的 有 界 人 性 由 Littlewood 定理 而 得 ,而 其 实质 是 
Schwarz 引 理 , 当 gqX0)= 二 0, 由 Schwarz 引 理 可 知 
“1 ilzl:= 00- lal Clz] 一 1-)， 
上 节 中 的 启发 使 我 们 猜想 : 若 C; IRAT Wig) | 一 1(|z| 一 
1 ) 的 速度 不 能 赤 快 ,条 件 
.1— | = of1 lael del +17) 
HE C, 为 紧 算 子 的 刻画 . 这 直觉 被 下 面 的 定理 加 以 肯定 . 
定理 3. 3.6 te: D-DART RR. ECAH LHERE 
子 ; 则 


L— |e] 


lim 1 — [zl 


]z| 一 1 


证 明 对 每 个 pED, 记 


K,@) _ Vi pE 
LAP 1— pz ’ 


Hk, 为 关于 点 p 的 规范 再 生 核 ,由 于 
ACE = G — [Pl IK ent = LIE, 
BREER lim |C; ,l=0. 
i Pil 


k,(z) = 
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因为 [ls 二 1,Cs 为 紧 算 子 ,从 而 Cz 也 为 紧 算 子 , 因此 
{Cy kp E DI A PAA FR. 故此 集中 的 任 一 序列 都 有 范 
数 收 合子 序列 ,因而 我 们 只 要 证 零 函 数 是 这 种 子 序 列 仅 有 可 能 的 
极限 ， 
设 pED, | Pe | 一 1- ,Cs 一 gz 一 0, 其 中 gE H, 内 要 证 明 
8 一 0 即 可 . 为 此 , 设 记 为 多 项 式 , 出 内 积 的 连续 性 可 得 
{gsh)= lim(C, ky oh) 


= lim V1 — [2,1 <C; K, h) 
= lim V1 — |n Kah?) 
= lim V1 — [p.l FOP 


= 0， 
即 g 正 交 于 所 有 多 项 式 ,由 于 多 项 式 全 体 在 H pE, ATA g 
二 0. TEs. 
定理 3.3.7 i :D-DD 为 单 叶 解 析 函 数 . 如 果 


UC WRF. 
证 明 任 取 HPA METS.) ,由 推论 3. 3. 2 知 ， 
存在 M>0, 使 得 
fl <M<to, fro. 
对 任意 的 > 0, HARE AECL E r< lel <I, 
1— lel? ell — ez) |?) (1) 
由 殖 : 中 范 数 的 面积 积分 表示 及 定理 3. 1, 5， 


Het. 一 ODS | 二 | I wre? 


(1 ~ |z}*}dACz), 
因为 在 DD 的 任意 紧 子 集 上 f° 一致 地 趋 于 零 , 由 Cauchy 积分 公 
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RWC, 。 凡 /在 任意 紧 集 上 也 -- 致 趋 于 零 , 故 二 面 不 等 式 右 站 
SPD noo BEE. 由 p 的 单 叶 性 及 (1) 式 得 
[if Da edda 
< fl ae OI? 一 |Mz)|127d4(z) 
E p S ED FA — ADIO |e Cz) |*d AC) 
e A (w|? 一 |w | >dACw) 
< elf, — AOB, 
故 当 > 充分 靠近 1 时 
IC Ff. — FCO) IF < eM., 
其 中 MAIER, X Allimf,((0)) =0, EH lim IC, file =0. 由 
定理 1. 3. 5 即 知 C, 为 紧 算 子 . 证 毕 . 
综合 上 两 定理 ,可 在 为 单 叶 解 析 函 数 的 条 件 下 给 出 C, 为 紧 
算 子 的 一 个 速 比 判别 法 . 
定理 3. 3.8 i pg: DD 为 单 叶 解析 函数 , 则 C, 为 紧 算 子 的 


充 要 条 件 是 


lim 工 二 |e2)| | _ 
wire [zl 


由 Julia-Caratheodory em emo 2. 2) 知 ,上 述 定理 中 的 条 
件 等 价 于 说 :9 在 AD 上 不 存在 角 导 数 , 于是, 我们 得 到 如 下 关于 复 
合算 于 紧 性 的 “ 角 导 数 判 别 法 ”. 

定理 3. 3.9 设 p:D—D 解析 , 则 

OMR C 为 紧 算 子 , 则 8 在 aD 上 不 存在 角 导 数 ，; 

(2) 如 果 % 为 单 叶 函数 而 且 在 aD 上 不 存在 角 导 数 , 则 CC, 是 紧 
算 子 . 

推论 3. 3. 6 Re D-DEHRK. NC. ARETHA 
件 是 ?在 aD 上 不 存在 角 导 数 ， 

推论 3, 3,7 设 eD-D 解析 ,如 果 Cs 为 Hi? 上 的 紧 算 子 , 则 9p 
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在 DD 中 有 不 动 点 . 

证 明 ATRD 内 无 不 动 点 ,由 Wolff 定理 (定理 2. 2. 6) 知 ， 
9 在 3D 上 有 和 角 导 数 . 由 定理 3. 3. 9 的 (1) 即 知 C; 不 可 能 是 紧 算 子 ， 
SOF. EH. 

前 面 所 举 的 紧 算 子 的 例子 都 是 Hilbert-Schmidt 复合 算 子 ,下 
面 给 出 一 个 不 是 Hilbert-Schmidt 算 子 的 紧 复合 算 子 的 例子 ， 

例 3.3.2 i$ H,={2:Rez>0, le|<r} (r<l/e) gle) D A 
A, 上 的 共 形 映射 , 且 使 得 8(1) 一 0,F(z) 一 一 ziogs( 主 支 ),p(z) 一 
1 一 f(g(z)), 如 图 3. 3. 2 所 示 ， 


图 3. 3.2 
易 知 9 在 :DD 上 是 单 叶 函数 ,下 面 证 明 KOC, h pH E, AE 
UE A Of PR H, 到 {z: Jl rial WF o<cs<r 和 
6€[—x/2,7/2], HER r=e? WA 
| f(se*) — 1|? = 1 + s*log’s + FS? 一 2ssin? + 2scosdlogs, 
对 固定 的 s, 关 于 9 求 极 大 值 ,通过 计算 可 知 ,对 于 se” RAKE 
在 9 一 本 处 取得 且 为 


. z 
1+ slogs + 5 = as <1 
因为 在 (0,1) 上 slogs<x| 1 一 至 | | , 故 当 r=e? 时 ,pLD)CD, 由 
4 


9 的 构造 已 知 ,? 仅 在 * 一 1 处 有 模 为 1 的 径 向 极限 . 
由 于 9 为 单 叶 的 ,如 果 9 在 * 一 1 处 无 有 限 角 导 数 ,由 定理 
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3. 3.9 即 知 C HRAT. 因为 (r)=[1—log(g()) Je’) ,其 中 
g OD AR. AY rt eoo klp (1)|==o0, 故 9 无 有 限 角 
导数 . 

i 由 于 g AIEE HEHE zx 一 1 的 邻 域 日 8 一 0,8 WRG HH 
”和 丐 拓 到 0 的 邻 域 ,特别 地 ,Cg 及 其 倒数 在 OH, 中 的 (在 虚 轴 上 
的 ) 小 区 碍 [一 益 , 好 上 是 有 界 的 . 作 变 量 替换 &( 纪 一 7 十 和 ,有 


í 2 
|1 — fy) |? = |1 + iylogliy) |? = a 一 al + ¥logty, 
故 当 y 充分 小 时 ， 
2 
1 [1 = Fay) = yr — EE ylogty < y, 

于 是 

a 1 d 

f: -FGP = 


更 有 


f 4 
_x1— |K 
由 推论 3. 3. 1 即 知 Cy 不 是 Hilbert-Schmidt AF. 这 条 件 对 于 Cy 为 
紧 算 了 于 只 是 必要 条 件 , 而 当 p 为 单 叶 函数 时 ,这 条 件 是 充分 的 .由 
然 要 向 :2 的 单 叶 性 是 否 必 要 的 ?我 们 可 举 出 一 个 ( 非 单 叶 的 ?解析 
函数 pg:D->D,p 在 9D 上 无 角 导 数 ,但 C* FERAL. 事实 上 ,这 
特殊 的 函数 可 取 为 满足 一 定 生 件 的 Blaschke 乘积 . 于 是 在 aD 上 
角 导 数 的 不 存在 性 , 仅 当 9 为 单 叶 时 ,可 表征 Cs 的 紧 性 ， 在 一 般 情 
形 则 不 足以 保证 Cy ARAT. 
定理 3. 1. PEH: ME AJARA, Hlal Slas 


"<1, H > (1— la, |)<co, M Blaschke RE 
I dela z a — Bt) 
在 D 中 的 任意 紧 子 集 上 一 RUS, AA TEHER: 
(1)B(“) 恰 到 点 列 {ao} 处 有 零点 ,而 且 零 点 的 重 数 恰 为 a 在 
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此 序列 中 出 现 的 次 数 ， 
(2) 对 任意 xzED,1B(z)|<1; 


其 中 条 件 > 《1 一 141) 之 o0, 我 们 常 称 之 为 (eo) 的 Blaschke 条 件 . 
在 Blaschke 乘积 中 ,选取 单位 复数 列 | | ) 作为 权 序列 是 为 


了 使 得 B(0) = [[ lal. 于 是 ,定理 3. 1. 11 实 际 上 指出 BOED 


HEE RR EAM RY ARSE ERA. 

另 一 方面 ,推论 3. 3. 4 告诉 我 们 ;如果 oH D Bl D A fe R 
Ht, A EC) = {0€ [—2, 2]: |e) |=1 A LEW WC, 不 是 紧 算 
子 , 故 可 知 :任意 Blaschke HH B(z) 导 出 的 复合 算 子 都 不 是 紧 算 
子 .于 是 ,如 果 我 们 能 适当 地 选取 Blaschke 乘积 的 零点 ,使 得 其 角 
导数 不 存在 , 则 我 们 就 可 获得 一 个 内 画 数 wm9 不 存在 角 导 数 旦 Cy 
TEZAT. 下 面 的 重要 定理 说 明 这 是 可 能 的 ， 

定理 3. 3.10(Frostman 定理 ) BRU a 为 零点 序列 的 
Blaschke 乘积 ,而 《为 9D 中 的 一 点 ,那么 B 在 t 有 角 导 数 的 充 要 
条 件 是 


5S i la <+ co. (1) 
证 明 ”不妨 设 {a.} 为 无 穷 序 列 ( 和 否则 显然 成 立 ) ,而 且 g= +l. 


必要 性 ;假设 B(z) 在 十 1 处 有 和 角 导 数 BL) RT BEC 
y. 为 此 , 设 


N 


la| as 一 = 
E — 一 一 一 
w(z) II a, l— az 


为 无 穷 乘积 也 的 N 项 部 分 乘积 , 由 于 每 一 项 的 模 都 小 于 1, 故 在 万 

中 的 任 一 点 z MDA | Bz) |<. | By Cz) 上, 因而 对 每 个 0<<r<]1， 
1— |By@| ,1— |BO)! 
Ir Sr ? 

由 前 导数 B' (C1) 的 存在 性 及 Julia-Carathéodory 定理 知 
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(2) 


BO) — Bir) 
l-r 


=> lim sup 1— |B@)| -< Br) | 
r+ 


人 一 


IB) |= tim 


= lim sup 1 1Bx@ | 
ml 
= |B (1)1. 
由 对 数 导数 可 得 
BD APD Ailai- 
By) & gp ~ 4 G—ayl—a, 


-5 izla 

7 2 (1 一 al 一 ao 和 
因为 1BvC1)| 一 1， Hoo ERE WSN 有 

Di 1— 一 = |8, (| < |B’) |. 
HF1—Ia, atte 
>] = lt < > 和 一 le < BPO < 十 co， 
EI Frostman 条 件 (1) 成 立 ， 由 于 我 们 只 1 用 到 必要 性 ,充分 性 留 作 练 
习 . 证 毕 . 
推论 3. 3.8 ”存在 无 角 导 数 的 Blaschke 乘积 . 


.证明 ”根据 Frostman 定理 ,我们 只 要 选取 DD 中 的 一 序列 
{a.) ;使 得 Blaschke 条 件 >) 0 一 lan D <+ oo 成立, 而 且 对 每 个 


r € aD, 


> s 
为 此 , 设 {1 =; 为 aD 的 一 列 相 令 的 子 弧 ,使 得 i111 二 1/n; 其 中 
LIER IL BRE. 由 于 这 列子 度 的 长 度 之 和 为 无 穷 , 故 它们 围绕 
单位 略 周 无 穷 多 次 ,于 是 每 个 D 中 的 点 属于 无 穷 多 个 In 
”对 任意 正 整 数 n, 设 5 为 工 的 中 心 点 ,2 一 (1 一 xn 2 入, 那么 
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1 一 |a| 二 n-!, 故 {4} 满足 Blaschke 条 件 , 而 且 易 知 对 每 个 ET， 
2. 

固定 #E aD, 则 属于 无 穷 多 个 1, 对 每 个 这 样 的 了 ,上 面 的 
不 等 式 ( * ) 成 立 ,对 每 个 这 样 的 指标 x, 有 


1,1 
If -ai<sta< (#) 


因而 


证 毕 . 

推论 3. 3.9 ”存在 Blaschke 乘积 Bz) ,使 得 Bled HE ID HEA 
导数 ,但 Cs FERAT. . 

注 EH t, HAAR :DP->DD, 一 般 来 说 ,yp 的 角 导 数 的 
不 存在 性 不 足以 完全 表征 C 的 紧 性 ,寻找 更 合适 的 关于 g 的 分 析 
或 几何 特征 是 我 们 要 继续 努力 的 目标 .下 一 小 节 介 绍 的 
Nevanlinna 计数 函数 方法 弥补 了 这 个 不 足 . 


3.3.3 紧 复合 算 子 计数 函数 判别 法 


先 回顾 我 们 对 紧 复 合算 子 的 特征 的 探讨 过 程 , 这 对 我 们 寻找 
更 理想 的 特征 将 有 启发 . 我 们 至 今 的 工件 实际 上 都 是 从 寻找 H H 
合适 的 范 数 表示 着 手 的 . 首先 ,我 们 利用 函数 边 值 的 积分 表示 范 
数 ,克服 了 原先 用 西数 的 徊 级 数 系数 定义 的 范 数 在 讨论 复合 算 子 
的 有 界 性 中 的 困难 , 用 边 值 的 积分 来 表述 的 Littlewood 从 属 定理 
解决 了 Cs 的 有 界 性 问题 . FATA BARES Rm A 


WB For +f Pora- Izpit), 


其 中 dX(z) 一 去 dzdy. 如 果 9 是 单 叶 的 , 则 作 变 量 答 换 w= ge) AT 
得 a 
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CFE = fco)? + f irge» [21 一 |z| dace) 


= Ifo» [rgen H Ea — lgj) 


Ip’ Cz) |dacz) | 
= LF CeO) [? + | IP ee) Pam 一 | 红 z) |) 
Ip’ (2) | dAl) 
= AKODE | IP AA -lwbadhaco)， 


其 中 

1 一 |z| 
1 — Ige 
由 此 可 知 :C* 的 有 界 性 由 Schwarz 引 理 即 知 ,而 Cr 的 紧 性 与 |z| 一 
1 时 ,Cglz)) 的 极限 有 关 . 当 p HEH, C 为 五 :上 紧 算 子 当 目 
仅 当 AKIO ell) ,对 一 般 的 解析 函数 p: DD, ERRA 
量 赫 换 公式 未 必 成 立 . 为 克服 这 个 缺陷 ,由 PR f 的 范 数 的 
面积 积分 表示 (Littlewood-Paley 恒等式 ) 

1 


IAI = FCO? + 2f LF Ce) [Hog Eda), 
le 万 z| 
利用 Nevanlinna 计数 函数 N, 可 得 
IC.FIZ= IFC)? + 2f IP w [2N,(w)dacw) 


Møl) = 


= |F(g0)) |? + ?| IP (ww) |? Ne? iog Haw). 
P log 一 一 
| ze | 


由 推论 2. 4. 1B EK le EA APT am BL AY eH SS SE th BT AC, 


育 界 . 而 从 上 述 可 猜想 :Cr HEATHA jim NpCee) /log 
=0. 下 面 的 定理 肯定 了 此 猜测 . 
定理 3. 3. 11 p: DD RHN C, 8 PEER TEAL 


1 
加 


4 


+ 165+ 


twit log 一 一 
jw] 
证 明 ”充分 性 : 若 (1) 成 立 , 则 对 任意 给 定 的 E>, PEKA 
1 ,使 得 当 rr 入 |w| 达 1 时 ， 
N,(w) & edog iar 
ER Hof) — 5h OE EY AR 33. 3. 1, 不 妨 设 
ful] <1 (2=1,2,°°), AE D HHE Be EB aS. 
故 对 上 面 的 e> 0, Or <1, EN, BY N 时 ,对 一 切 
zErDU {POA IL@|< E ,于 是 当 ASN, HERERA 
式 可 得 
ICA = IFODA | 十] Lf, Cae) EN dacw) 
<etel Ny(widacw) + el LP, Cw) |log Tene 
z ete Ne (wdw) + e€ pits (w) | log Tw Tp] Ae? 
= e+ £ glè — C0) 12) + ECAN 1/01 
Ket z + 5 = 2e. 
于 是 由 se 之 0 的 任意 性 , 即 得 
lim |IC Falls = 0. 


必要 性 ,对 pE DD, 记 规范 再 生 核 为 
年 更 
因为 8 二 1 且 在 DD 的 每 个 紧 子 集 上 , 当 |p|->1- 时 {&(z)} 一 臻 
收 敏 于 零 , 即 当 |2 一 1- 时 ,人 (名 (2)} 弱 收敛 于 零 , 由 定理 1. 3, 2 知 
lim IC lls = 0. 
HR ERATE 
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k,{z) = 


IC 2[ Go) PNvGo)dlce) 


-of G—lel)lal’ 
af 和 一 页 中 Ncw daw) 


2 
= 1 Haaf ies Cw) PN Cre dACrw). 


由 于 Nelqp Cw)) 一 Ns w). FER SR =p MA 


21pl’ 
2 
Celle 72 i Blt NaC) day) 


2 2 


AFAk ; 
> BT ypNore Dea. 


由 Nevanlinna 计数 函数 的 次 调和 平均 人 性质 (定理 2. 4. 4) (这 里 要 
R 1g (GCO)) | > 1/2, LF | pl 1 le (pO) (+1), 4] 61 FE 
分 靠近 1 时 ， 


， 2\p(? 
Coke lla 4 ee Nee) 


_ _ 8a’) 
1+ ipli~ ll’ 


故 当 1p| 充 分 车 近 1 时 ， 


IC ll 2 a Ne 


| 1— f2!’ 
其 中 9 为 某 正常 数 . 由 于 Cy 为 紧 算 子 , 故 im |C h= 0. 又 因 
lim log pya 1p1)=1, 故 有 


lim Nop) = 
Iplel log TaT 


0. 


证 毕 . 
LE AAI Nevanlinna 计数 函数 表述 的 紧 性 特征 ,也 可 从 探求 
复合 算 子 的 本 性 范 数 来 实现 . 因为 对 于 Hilbert 空间 的 有 界线 性 算 
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子 了 ,其 本 性 范 数 即 为 了 到 紧 算 子 全 体 所 成 的 六 理想 的 距离 . 对 
FH EAR EHF CC, 的 本 性 范 数 为 
上 Cl = inf {IC — TLT € KH}, 
RP KD Rm EM SAAR. HETAC WER 子 的 充 
RR (EEC | =O. 因此 我 们 可 以 想像 
ic = fim N,(2)/log 25, 


lwt 
下 面 的 定理 证 实 了 这 一 猜想， . 
引 理 3.3.3 设 了 为 Hilbert 空间 五 上 的 有 界线 性 算 子 , 设 
(KoH H ERAR ASRS. RSIK, HEIR MH1c 
二 1,2,…), 对 每 个 zE H, (R20, m (Fil. =lim TR, I]. 


证 明 设 天 是 吾 上 的 紧 算 子 , 对 任意 固定 的 a, 因 为 | 妨 |= 


1, 
IT — Kil= IT — KIIR 
之 I(T — K)R,|| = ITR, — ||KR, I. (1) 
由 于 R, AH EE 
IKR, = IKR," | = RK? il. (2) 


F(R} RRP HAEE, {R,} 按 范 数 有 界 . 所 以 是 等 
度 连续 的 ,从 而 在 H 的 每 个 相对 紧 集 上 一 致 收敛 于 淮 . 特别 ,因为 
“是 紧 的 ,K*B 为 相对 紧 集 (其 中 BB 为 HH 中 的 单位 球 ). 由 此 可 
HIREK “1 一 0, 于 是 由 (1) 和 (2) 式 ,1R 一 Ki 之 lim1HTR.|. 由 于 这 式 
HFT H ERRAT K RA 
ITI. > Eim{ITR, || 
男 一 方面 ,对 每 个 n,R。 十 K, 二 了 ,而 KK, HRAT AHTK, 
也 为 紧 算 子 ,于 是 
IT = IITR, ~ TK = ITRI < (TRI. 
由 = 的 任意 性 即 知 
ITI. < lim TR, |. 
证 毕 . 
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为 求 复合 算 子 的 本 性 范 数 ,还 需要 一 个 关于 H Ko 
if. 

引 理 3. 3.4 Ken’ AS ER RED n 级 做 点 ,那么 对 
每 个 z€ D, 1 

(a) | f(z) |< lz" — fz]? FIFe 


WILIS Zalea lel?) flee 
证 明 由 于 f(z) 在 原点 至 少 有 级 零点 , 故 可 设 


f(z) = Vaz, 


Rn 


其 中 5 laf? = |A} <+ æ ,由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
IFIS { X alt) E Ste)? 
= zl" 一 [È Ifa 
由 于 f y= Dy Aa! ,由 类 似 的 方法 可 得 
IF IS DY A 


= zj Da + RY ||")? NF 
k=0 
BABE: nth in? kHH) , 故 


Dt Dita + D+ Del = Ge, 
于 是 (b) 成 立 . 证 毕 . 
定理 3. 3. 12 设 C* 为 下 上 的 复合 算 子 , 则 
[Cig = m ee? 
la 一 1 log Toi 
证 明 (OERE: C< In CO ,主要 证 明 思 路 是 ， 


w| 
设 天 , ARF A Taylor 展 式 中 前 项 部 分 和 算 子 , 即 若 f(z)€ H?， 
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f= Daz, Wy 


KDE = Dat, 2 € D. 
k=0 


再 利用 引 理 3. 3. 3 即 可 得 上 界 估计 ， 

H K,  H?Flspan(1,2,27,-,27} EWEX E,K. 是 自 
HRM RAT. AW R=I—K,. 是 投影 的 补 ,其 范 数 为 1 ,于 是 满足 
引 理 3. 3. 3 条 件 , 因 此 

Colle = lim ICR, h- 

下 面 对 上 式 的 右 端 作 估计 ， 

先 圈定 AA AR Pe 了 及 一 正 整数 =, 击 非 单 叶 变 量 
替换 公式 (定理 2. 4. 3) 及 Littlewood-Paley 恒等式 (4. 1. 6) 得 

CR Fl = ?| RA) [PN dàle) + RAON |. 


. a) 
AASL ARSS AF RS ERR EDA n RES, 
由 引 理 3. 3. 4 可 知 


2 IKO |” 
[Rf CFO |? < PO, (2) 
2 2 人 《2 一 1) 
CR) OP < PEE (z € D). (3) 


现 固定 0<r<1, 将 (1) 式 右 端 积分 分 成 两 部 分 
?| | (RA) (2) |2N,(2)dACz) 


= 2| RAY) EN CEA) 


+ 2| | (RP)! (2) PN dAl). 
DyrD 
(3) ay H 
?| IRAY ENDAG) < 
再 由 (2) 即 有 
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2 2(n 一 1 
dánir 


ICRI 2 sup | |CRFY (2) [Nez)dA(Cz) 
ffl DD 
Ea 


| 
+ | Neda) + ea TE 


| Gd- r) 
由 于 当 SEHR ASIE MAS <1 He 


sup a | CRAY! C2) PN dAl) 
ifi] DVD 


moll (2) | NJAC). 


注意 到 | Ng(2)datz) < prem 
CR 2supf, IF CO NDA) 


272272 人 一 1) 十 10) | 至 
(Tr 1 Il 


固定 0<r 之 1 9 今 -co 得 
ICGIËS 2 up| Lf? (z) (2N,(2)da(z) 


Nz) 


= z 一 一 
curl [fF Cz) | tor L 1 og lz ee) 
rl 
sup N 1 
< zje 2 -> 
lic o g sf rol log FI 
N,(2) 
sup 
cilc Jog t 
jc < fm Me, 
i= og -L 
OF 


CY EME sICyl2> Tim oe fz) ， 
Tel 
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1 
1—az 


WF a€D.K(2,a)= 
为 


GEDH 好 :的 再 生 核 ,其 规范 再 生 核 


hz) = A= Jaf? (2 € D), 


容易 验证 羽 由 一 1, 又 因 当 |ai->1- 时 ,人 (到 (z)) 在 万 中 任意 紧 子 集 
上 一 致 收敛 于 零 , 从 而 可 知 当 |c|- 一 1 时, (2,)7E F155 We BF 
于 是 ,对 PE ERRB ST KG 

: fam — 12| 一 1 
两 边关 于 FH! 中 的 紧 算 子 取 下 确 界 即 得 
f , ICAL. = im IC Falls. 
另 一 方面 ,由 于 当 |aj 一 1- 时 ， 


1 
_ a= jal? 
kg0)) = T — áK 0, 


RA 
NCE E Ca 
= Im JR (2) [EN C)dA + 1k, (90d) |*] 


lal—1 


.=2 Tim | Ig (z) [EN dAl). 


|3| 一 上 


下 面 估计 f, Jk) [N dAl). 


对 aED, 今 p= E ED), N 

1 一 la| 

[1 — az?’ 

WH p’ pEr H wale), Ml da(z)=|04(w) l?datw). 为 方 


2 


| |# Cw) |EN, C0) dACw) 


G00) = 2,0) (z) = 


= jaj? — lalf 13 — aw|-*N,(w) daw) 
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= C(a) | 194 Cw) [N wda cw) 


= Caf Nee) )da(z)， 


由 于 Ne。 多 在 任意 不 含 a ODRODA AA AAAA 
平均 人 性 质 , 对 固定 的 0<r<1, 由 于 和 (PC0)) 随 jc|->1 而 赵 于 aD, 
故 对 所 有 模 充 分 接近 1 的 点 anlO EDD, AT hR 
不 等 式 


Jae (z) |?N,(2)daCz) > cea) N, (az) daz) 


Be C(a)N,(9,(0) ACD). 
因为 aO =a HAGD) = he 
IG 2 fim Az (z) [PN dA) & 2? Bm C(a)N,(a) 
lal—1 al—=3 


由 于 对 一 Mlo<r<1 Rr, mA 
Ici > m MeO 


m17 1 lej” 


| lal” 
aE lim “Tog apy LEA 


WCW > Tim Yee, 
lal log 737 
结合 (I ) 和 (了) 即 完成 定理 的 证 明 . HEH, 
由 此 定理 可 知 ,定理 3. 3. 11 可 作为 此 定理 的 直接 推论 . 
虽然 我 们 有 了 求 C 的 本 性 范 数 的 公式 ,但 由 于 公式 中 含有 
Nevanlinna 计数 函数 , 且 要 求 极限 , 故 具 体 地 求 一 个 C, 的 本 性 范 
数 并 不 是 件 易 事 , 但 当 为 内 函数 时 ,我 们 有 很 简单 的 公式 . 
定理 3. 3. 13 设 9 为 内 函数 , 则 


Iepe = LEM — Jepp. 
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证 明 BR a=9(0), iE aw) = (we D), th Littlewood 
不 等 式 有 
New) S log|g(w)|, z€ D\{a}, 
HH p HARR ERPE R. 根据 定理 3, 3. 12, 


Cli? = Tim log |g. Cw) | (1) 
z wli l $ | 
Iwl} log Te] 


通过 简单 的 计算 可 知 , 对 于 分 式 线性 变换 只 (z) ,有 如 下 恒等式 ， 
a= piad- wld wE D, (2) 
1 — aw|? 7“ 


1 一 |p(w)|? = 
在 (1) 式 中 以 (1- wD log p kA |%(w) | AR 
一 log |g Cw) |8048 
Ici= Tm SeeD 
1] 


E 


Ea (1 — igw 
lm q [ena rT 
- C= Jal — jw?) 


jeri? C1 wD + [eed DIL — aw |? 
o F 1— lajè? _1+ |wi 
o lim 1) — aw? 1 + |% Cw)| 
lim ia el 
Iwl aw 
如 果 a 一 K0) 关 0， NS w 沿 着 过 a 的 半径 趋 于 边界 , 上面 右 端 趋 
Fa- lald la D A mT 
| : 1+ lagoj 
lC, = 1— [go |" 
如 果 PCO =0, WW HH IIC IES IC I< 11+ 900) |/l1—g(0) | = 150 8p 
可 得 . 证 毕 ， 
由 此 定理 立即 可 知 , 若 8 为 内 函数 , 则 C; 不 是 紧 算 子 ,这 是 我 
们 早已 熟知 的 结论 ， 
事物 总 是 互相 联系 的 ;上面 表示 用 Nevanlinna 计数 函数 表征 
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Cs RED AP AZIIC Il. 相等 . 可 以 想像 表征 C, 的 紧 性 的 角 导 数 
条 件 与 C; 的 本 性 范 数 也 必 有 密切 的 联系 . 下面 来 讨论 这 两 者 之 间 
的 联系 ,从 而 可 更 清楚 地 看 到 :“ 角 导数 ”为 什么 不 足以 完全 刻画 
C* 的 紧 性 的 内 在 康 因 . 

为 此 , 先 引 进 一 些 术 语 和 记号 : 

Mt we aD, FEM 

E(w) = {f € aD: ct) = w}, 
AMR w FH PHEW ARR, 则 将 Elp BEZE. Bt we 
aD, > 
o ew) = Sle Oi E Ew}, 


这 里 ,如 果 9 在 $ 无 有 限 角 导数 , 则 将 1g OREA, Hite 
解 为 0. 

C. C. Cowen 和 Ch. Pommerenke 曾 使 用 过 这 些 记 号 . 我 们 这 
里 给 出 关于 6(w) 的 更 多 的 信息 . 因为 E(g,w) 可 能 是 不 可 数 集 ,于 
是 可 以 设想 , 当 pg 性 质 较 差 时 ,6(w) 可 能 常 为 无 穷 , 下 面 的 定理 说 
明 , 事 实 并 不 如 此 ， 

定理 3. 3. 14 B 六 了 一 万 解析 , 则 有 

Cll? > sup {866) ,£ € aD}. 

证 明 设 YEaD 为 p 的 非 切 向 极限 ,4,b，…,5,,… 在 2D 中 ， 
且 品 笠 五 (pt 在 六 处 有 有 限 角 导数 ,固定 0<o<1, 选 取 0<:< 
LEBAR A= An COUR) BAH HEE AORE 
AAS pD 的 凸 包 ,而 Ap C) = ANED, 由 Julia 定理 可 知 
,内 .{KAD} 包 含 一 个 顶点 在 5 的 同样 类 型 的 角 城 A. 

it F we AMPO ISAS, HE A 中 选取 ww 的 .一 个 诛 像 
2*Car) W 


Now) > Sioe Tt Fe 


对 于 固定 的 k, 根据 Schwarz 引 理 , 当 赋 在 4 中 趋 于 上 时 ， 
zw) FE A, PAT t, ÆA Julia-Caratheodory 定理 ， 
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_ 1 log | z*Cxer) | 
1 1 一 
PEDI = im ogol 


由 定理 3. 3.12, 


1 
log ———— 
IC,lt— Ta Ne > fi i E Tea 
leit og d e log —}+— 
€ Tw] E Tw] 


>) log | z#(w) | 


一 
- 和 2 le’ CE, [L 
He ERRER, E CASO, Eh EED 选取 的 任意 
性 , 即 可 得 定理 的 结论 , 证 毕 . 

由 此 定理 立即 可 知 ; 如 果 C 为 紧 算 子 , 则 gp 不 存在 角 导 数 ,这 
也 是 我 们 早已 熟悉 的 结果 | 

虽然 ?的 角 导 数 的 不 存在 性 不 能 完全 地 充当 C, 为 紧 算 子 的 
充分 条 件 ,但 当 9 为 单 叶 的 时 候 , 则 是 充分 的 . 另 一 方面 ,的 单 叶 
性 要 求 未 免 太 苛 肇 , 可 作 适 当地 放宽 . 事实 上 ,只 要 对 g 的 “ 叶 数 ” 
作 适 当 控制 ,这 角 导 数 条 件 则 为 充分 的 . 为 级 述 之 ,我 们 用 ne (ew) 
表示 集合 g :(w) 中 点 的 个 数 ,并 计 及 重 数 . 

定理 3. 3.15 if 9. DD fet. 若 存在 0 一 R 一 1 ;使 得 

supin lw) R< jw] <1} = M<, (1) 


li 


则 有 
ICI? < Msup{ [9' (1718 € aD}. 
证 明 ”由 定理 3, 3.12, 存 在 fw,}CD, 使 得 RL lw,|<1, le | 
-rm ， 
lc = lim S, (2) 
= log 


|e, | 
由 (1) 式 ， Ce) BEA M 个 点 ,所 以 在 入 prow) 的 定义 中 的 和 和 式 
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:只 有 M 放 项 , 设 z" 为 :rw,) 中 模 最 小 的 点 ,那么 对 一 切 x， 
NC.) < M| log [| + (3) 


由 Schwarz 引 理 , 当 xco 时 ,|z” | 一 1 .通过 适当 地 取 子 列 ( 如 有 
必要 的 话 ) RA ATT 2 SU LE aD, RAGE (2). DRA Jolia- 
Carathéodory 定理 ， 


1 
log -eT 
Cale= lim 一 人 <M lim 一 | 
~ bog Ta [e | © bee Tw 
一 |z| — -i 
于 是 
ICi? 2 Msup{ |g‘ (0) |E € aD}. 
ie. 


由 定理 3. 3. 15 知 , 当 gs DD 为 单 叶 函数 时 ,车 9 不 存在 有 限 
角 导 数 , 则 C 为 紧 算 子 . 这 是 已 知 的 结果 ,综合 定理 3. 3, 14 和 定理 
3. 3. 15 可 知 ,如 果 存 在 0 之 R 过 1, 使 得 sip (x, (w) RE wala 
oM C 为 紧 算 子 的 充 要 条 件 为 8 不 存在 角 导 数 ， 


$3.4” Schatten 类 复 台 算 子 


Schatten -ÆA F S 是 H:(D)y 上 的 有 界线 性 算 子 代数 
LIH) 的 双边 闭 理想 . 当 p= 二 2 时 ,Ss CA? (DD) BI CD) ER 
Hilbert-Schmidt BTR. 我 们 对 此 类 算 子 已 有 较 清楚 的 了 解 , 推 论 
3.3, 1 给 出 了 其 积分 形式 的 特征 . 由 于 {wz ;n= 二 0;1,2,…} 为 HCD) 
的 一 组 规范 正 交 基 , 利 用 Littlewood-Paley 和 恒等式 及 变量 替换 公式 
(定理 2, 4. 3) ,由 Hilbert-Schmidt 算 子 的 定义 可 知 , 如 果 p: D 一 DD 
解析 , 且 K0)= 二 0, 则 


Dc = af, | ree? |2N Cee ) AGe? 
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= a ~ dA(w) 
. = af yeti Now) = ， 
由 于 


让 一 Daa 十 Dar] <1), 
n=1 
于 是 有 
__ 11 _. ` 2 了 2fm 一 1 _ 2 
GT 二 xis Que S quay 
从 而 
dA Vie 
jarino < Dy Nese 


daw) . 


<Í, a- fagy": (w) 
由 于 当 |w| 一 1- 时 ,log t- iwl ), 故 存在 M, m>0, E 


N,Cw) dA(w) Nes 4 
m p — log|w| Gd 一 PIBE S KIGI 


N,Cw) dA(w) 
o — loglw| (1 — fw |?)? ° 
由 以 上 讨论 可 知 :CoE SoCH2CD)) 当 上 且 仅 当 
| Nw) il dA Cur} ] 


I EL 一 一 rM l 
— log lw| (1 一 [w]? 
实际 上 这 是 D, H. Luecking 和 K. Zhu 在 1992 年 给 出 的 更 一 般 的 和 
论 的 特殊 情形 . 下 面 ,我 们 将 给 出 它们 的 一 般 特 征 . 
3.4.1 Schatten 类 复合 算 子 的 计数 函数 特征 


为 探求 Schatten 类 复合 算 子 的 特征 ,我 们 将 应 用 Bergman 73 
间 上 的 Toeplitz 型 算 子 的 相应 结论 , 于 是 ,我 们 先 简 单 介 绍 
Bergman 空间 上 的 Toeplitz 算 子 的 有 关 知 识 . 


设 44(z) 表 示 D 上 的 规范 面积 测度 | 即 二 drdb] ,对 于 a> 
一 1, 记 


<M 


“178+ 


1 ìf d4(z) 
dA,(z) 一 (log Tel? FT 


其 中 卫 为 Gamma 函数 则 dA 为 D 上 的 测度 ,而 且 4.(D) 一 1 以 . 
L (dA) IR C44) 中 的 解析 函数 全 体 , 称 LIAL) AL 


Bergman 空间 . XF fE LGA) ,如 Fe) 一 Dian SW 


fit = | eola4 = oP 


由 此 可 知 L2(d A_, = HCD). 
由 Littlewood-Paley 恒等式 ,对 于 EHD), S 的 范 数 


ise = Leoni? + | F 0 llog pad Aw - 


车 记 
PICD) = {f € HD): fO) = 9}, 
WA 
Wl? = | @ žog ate) = |R E Hi. 
对 于 a>—l, 


WZ = Hef) Was f E LAD. ™ 


mE Fe LA) A f(0) 一 0, 则 可 设 f@) = Lae FR 


~ ja, |? 
f = 一 一 一 1) 
Fal 2 Ga E pt 


F = Dyna! = Dn Dana?» 
a=1 


Nf 


f 2 < (at Dilan? — z lanni |? 
NF lira 一 2 (n + yyr3 2 (n+ 1) ase 


< ? | +14 
= > lal 一 > ae z | 


n 


kd 


于 是 有 
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WANE SWF Mb <$ 2+ Fs 
BD ile FAS let: Æ LECd AL EF SETAE FE dA): £00) =O} E 
定义 了 等 价 范 数 . > 
Dr = 7,f € HD), 
RW Dy HB Lid A, AB PBR FD thy LIA, ) 和 ZKd4 
间 的 有 界 可 逆 算 子 . > 
Bf = DCD, fe LWA), 
RB, A LIA DA L2dA PARA S. 而 
(Bef Beg): = (DCD, DCD g), 
= {C,D' f ,CoD g} . 
= (Df) (g(0)) (Dg) HO) + 
2 | fe eCOIN, Ceo ddA Ce) ， 
如 果 设 0) 二 0, 则 对 于 gE LIA) A f(0)=g(0)=0， 
(Bf Beg), = [fm gwidujtw), a) 


其 中 delw) = 2N (wd ACw) D ERARA. 
A, 如 果 py 为 D 上 的 有 限 测度 ,在 L2(dA.) 上 可 由 
Thar. = | fads (2) 
定义 一 个 线性 算 子 Ti. 如 果 r 为 万 上 的 有 界 正 可 测 函 数 ,dw= 
WA, Rid T= Th. BU Pa 表示 LAB Ld AL) ERIE 


交 投 影 , 则 有 
TOF, g= (TF oa 


-an 


一 f engia, =< pet) F as 
于 是 
TOf = pf). 
称 了 名 H Bergman 空间 上 的 Toeplitz 算 子 . 
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BITS 在 2(d4.) 上 有 界 当 目 仅 当 存在 常数 C, 使 得 
f 1f kar cf,f € Lda . 


对 于 Toeplitz 算 子 的 Schatten 类 特征 已 有 较 好 的 结果 ,为 介 
绍 要 求 的 结果 ,引进 双 曲 度量 与 伪 双 曲 圆 盘 的 概念 ;对 z,.we DS 
(zw) = |g(w)| = — 
称 pr， wJ D EEH. 对 于 ED, 0ra, A 
Alz = {w E D plz,w) <r}, 
称 Aer AA z ALED PCr A OR D EAS o h A 
易 知 道 :A(z,r) 实 际 上 是 D 中 的 以 [1 一 于 70 一 于 |z|)3]z 为 中 
心 ,rtG 一 izt7G 一 天 |=b 纪 为 半径 的 欧 几 里 德 圆 盘 . 于 是 ,如 果 
r HEH > 变化 于 ， 
A(Atzr)) ~ a 一 leli, 


kd 


更 一 般 地 有 
A,(A(z,r)) 一 《1 — [2]?)**?, 
其 中 一 表示 此 两 个 量 当 > 变化 时 被 另 一 个 量 的 常数 倍 所 界 ， 
对 于 Toeplitz 算 子 的 Schatten 类 ,有 如 下 的 特征 定理 ， 
定理 3.4.1 We>—1,r€ (0,1), p>0,44% D EWAME 
Borel 测度 ,那么 
(DTS 有 界 当 且 仅 当 


BCACz,r)) 
SUP Gy — [elt co 


(2)T ARAT4 ARS 
lim EAr) =0; 


z—=3D 《1 = [z |?>* “+2 
(DTP ES dA) 4 AR HK 


z— AG.) 
(1 一 [zt 


属于 L°(D,da) HP da(z) A |z|?)-*d AG). 
。 此 定理 的 证 明 参见 [Zh9ob]- 
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因为 py 是 D 上 的 有 限 测 度 , 上 述 定理 中 的 所 有 条 件 仅 与 & 在 
DD 的 边界 附近 的 性 态 有 关 . 如 果 uH dA 的 形式 ,由 于 


inf log ~1— A |: 
ve lo Tat ~ 1 lelesup log ay ~ A tel’, 
那么 对 于 充分 靠近 aD 的 z, 
wMerd)= | a= | io)| log ap} Aw» 


一 《1 一 ARIN Tew dA Cw) - 


MAW AA, r~a- [2 PAA. 


MAG) 1 
《1 一 fz37)? ACACz r} ) Satur 


由 式 人 1) 和 52? 式 , 我 们 可 知 
(By Bef se), = (TR Bis 
 # B,=DCD'.C, 为 Hl WMA. 4=2N dA A 
B; 已 一 T 
由 D, B, 和 C 的 定义 知 :CyE 3S, (HOHA BES, 
(Lid A) 4 BAR THE Se (Lid A,)). 如 果 记 
_ -上 
Pw) = N,(ww)/( log | , 
则 TPH=TY. > 
P(2)= 


,Tw)dA(w) . 


1 
ABD) scan? UA) 


= ae) New) _ 
ACACz sr) J acer) — log]w| 
WA CES, OH A124 FE £2 (da). 
为 了 给 出 复合 算 子 的 Schatten 类 特征 的 定理 ,我 们 需要 一 些 
引 理 和 命题 ， . 
引 理 3. 4.1 Æ DMO EFEK HAAZ u, EF uN, M H. 
在 刀 中 关于 测度 A 几乎 处 处 有 wtz) 一 Ng(z). l 
此 引 理 为 下 述 更 一 般 的 命题 的 特殊 情形 : 
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dACw), 


命题 3.4.1 设 C 为 万 中 的 区 域 ,g 为 G 上 的 局 部 可 积 的 正 
可 测 函 数 , 且 具有 次 平均 值 性 质 ,那么 存在 G 上 的 次 调和 画 数 ， 
使 得 在 C E urg 且 在 G 上 几乎 处 处 (关于 测度 ADA ul) = 
giz). 
事实 上 
ulz) = limgs(z) = lim 过 | Ed 


其 中 D(z, 人 为 以 z 为 中 心 ,6 为 半径 的 欧 几 里 德 圆 盘 . 

证 明 因为 可 用 GG 中 的 其 紧 闭 包含 于 C 中 的 子 区 域 去 逼近 
G, 故 可 设 在 G 中 是 可 积 的 . 由 次 平均 值 性 质 可 知 g 在 G 的 紧 子 集 
上 是 有 界 的 ,因此 通过 压缩 G 我 们 可 设 g 在 GG 上 有 界 . 令 


Bal2) = 过 | ht) 
于 是 gs(z) 在 
E = {z € Gid@,C\G) > 8} 

上 是 连续 的 , 因为 gs(z) 是 用 g 5 DO, A) AIRE R R SRE X 
的 ,于 是 gs 也 有 次 平均 值 性 质 ， 

从 而 gs 在 Gs 上 是 次 调和 的 ,根据 Lebesgue 关于 积分 的 微分 
定理 ,几乎 处 处 有 

“= limgs =g. 

因为 gs 是 次 调和 的 ,函数 (go) 一 (go)3 X p RRB. S e 
0, 我 们 可 知 关于 p 为 增 函 数 族 . 于 是 u 为 非 减 的 次 调和 少数 序 
列 的 极限 ,因而 为 次 调和 的 ,根据 次 平均 值 性 质 ,&5 委 ge, 从 而 可 
知 eu. 证 毕 ， 

为 证 引 理 3. 4. 2, 我 们 需要 如 下 命题 . 

命题 3. 4. 2 对 gq>0, 存 在 常数 C=C(Cg), 具 有 如 下 性 质 :如 
Bu 为 区 域 C 上 的 非 负 次 调和 函数 ,ka'r) 为 6 PH HR. BA 


ulad ec wad. 


3 f, r 
A(DG@ r)) Dari 
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引 理 3. 4.2 UY) = Nees | log Er) P a>). 
所 有 0<9<coe 和 0<r<1, 存 在 常数 C 一 C(g,r), 使 得 
4 1 _. 
POV SC Ie, au eA? E D. 

证 明 由 引 理 3. 4. 1( 或 命题 3. 4. 1) ,存在 D\{0} 上 的 次 调和 
函数 2 Noores ASL Bb ah tt 一 和 orz， ABZ > 由 命题 3. 4. 2 和 
uCp HKA, t D HEBA lal >r A 4>>0 有 

生 1 P 

ula) = up EC Bf t dA. 
作 华 标 变换 ww 一 多 (z), 可 得 | 

l ula) <cf ale. dA, 


其 中 C 仅 与 "和 9 有 关 , 因 为 , sup ， Jpili) |*’~ACACasr)) | BAT 


ula) SC 


l 一 中 全 十 2 


1 
ADT) scan 24: 


‘LRM | 

| 1 ~a-2 , 1 -1—2 
le) ”< KALE] 
TRE lal >r WA 


Fla SCE PdA, €3) 


1 
ACAlasr))) stan 
BFS lal<r PAULA r CATA OT ERE 
R Blac MRE A(0.7/2) EY 几乎 处 处 等 于 0, 那 么 由 


Nset: 的 次 平均 值 性 质 可 知 在 D(0,r/2) 上 y=, HEERSER 
RRL MRE DC0,r/2) 的 某 个 正 测度 子 集 上 多 >0, 那 么 对 任意 


4E€D(C0,r/2), 我 们 可 知 cj o£) WdA 为 (3) 式 右 端 的 下 界 ， 
为 于是 有 界 的 , 故 可 知 (2) 式 对 一 切 lal<< 亏 都 成 立 , 证 毕 . 
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引 理 3. 4. 3 WEL (das A244 VEL (da). 
证 明 对 于 固 定 的 和 0<r<1. BR gS1, VE Lda), WBE 
Halder 不 等 式 ， 


1 
PONS AO, ace 4 


一 | Xaa, ry (w) 
A(A(z,r)) 


其 中 Lace Cw) 为 Azar YFP TER. 关于 da 积分 即 可 得 


| 7 Xan (w) 
| iraa as frof, AAG, ryj Alw). 


由 于 当 Yaun lD HOW, ACA r ~ C1 lwj, AER w 
ED, l 
f Xsan (Cw) daz) = | dite) 
D Aitwr 


-f dh4(m | f d4(z) 


awn 《1 一 a- fz? x E leil <R 《1 一 jF)? 


a Pw td Alw), 


a lr 


[其 中 = 人 wR IF jw 1? wp 为 常数 , 故 有 


f Praa < cf pæra 一 jw|?)-?dAlw) = c| waa, 
其 中 常数 C 仅 与 + 有 关 . 这 就 证 得 必要 性 对 o> RY. 
HFL MR PEL da, MA PELD, Grt 
DWH rE (0,1) 时 ,r"E (0,1), 当 9 一 1 时 ,前 面 已 证 明 r- E 
到 (di) ,我们 将 证 明 存 在 一 个 仅 与 ~ 和 9 有 关 的 常数 CC, 使 得 
(Hs CW,". 
由 此 和 将 可 证 明 PE E' (da) , 为 此 ;首先 注意 到 3 如 果 we ACtz.r) + 
则 A(Cz,r)Carzr" BA 


a _ 1 ¢ 
CHC = [aac seen dACw) 


<= sup (Ww) } 


wE åter) 
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1 
< 一 一 一 一 一 一 一 yrs, 
= „ERC A(A(w Sen dA 


<C Vid A, 


1 
AF Ti sees 
上 上述 倒数 第 二 个 不 等 式 来 自 引 理 3. 4. 2, 最 后 一 个 不 等 式 是 由 于 
inf (At ~ ACAlezyr*)). 


we A(z, 
由 定义 可 知 
1 
ACACz Tac,r 


„Pda = Phu, 
所 以 有 
(P,e) << CH (a). 
AFORE LAD ik VE L (dA). 这 样 就 证 明了 必要 性 . 
反之, 如果 PE LCd 必 ), 当 gq=1 时 ,由 引 理 3. 4.2 有 YCF, 
WA PELD. ql, AY € L*(da), MCPE L' CdA). 
BF 


Wiz <= FdA, 


C IAG Aer? 
故 
Viz)? <el IAES aan aa)" = CF), 
有 从 而 可 知 EV EL Cdd), Bl WE Lda). HEH. 
由 上 引 理 即 可 得 如 下 重要 定理 ， 
定理 3. 4.2 i 9: DD HI ,0<p<oo, M] C,E S,CH’(D)) 


“HN” 
Ne Aa € Lda), 
log -1 Tz] 
Hp de=- }z|*)-*d A(z). 
证 明 4 o=o, h53. 4. LATA ETO CES, H 
且 仅 当 VE L2 da), haa. 4. 291 CES HADA PE 
LE (da). 对 于 一 般 的 解析 函数 p: DD, 12 a= G0) ,由 于 N, (we) = 


- 186+ 


Ne: (Hu(1w)) slog Ent lzi FERH w=p OMe 


Ny gtw) \? | N,(z) y ad — lapy 
Ci = Sem A 4 
I, eS, | daw) | ae ew 
因为 


D 


1 一 |al 1— lal — 1+ dal 


= 1+ lal ™ [1 — az? “1 — fal’ 
故 对 于 8p 的 可 积 性 条 件 与 对 于 gq 。g 的 可 积 性 条 件 是 等 价 的 . 故 定 
理 成 立 , WEB. 


3.4.2 Schatten 类 复合 算 子 的 Carleson 测度 特征 


对 于 Schatten 类 复合 算 子 , 利 用 Nevanlinna 计数 未 数 给 出 的 
特征 在 形式 上 虽然 简单 ,但 由 于 Ne(z) 本 身 是 一 个 较为 复杂 的 函 
数 , 故 在 应 用 中 有 其 不 足 之 处 . 下面 给 出 的 Carleson 测度 特征 有 着 
自身 的 优点 ， 

定理 3. 4. 3 复合 算 子 CE SCE2(D)) 当 且 仅 当 对 任意 (或 
某 个 r>0), 


weg 1(A(z,r)) 
《1 一 |z[*)? 
BH de= jp A jz PdA) dole) = lz dC). 
证 明 不妨 设 p A0. HF pE D ART p OED A 
至 多 由 可 数 多 个 零点 ,而 且 这 些 p (z) 的 零点 在 厂 内 无 聚 点 .于 是 
9 为 D 上 的 局 部 同 胚 . 因而 对 任意 的 zED 及 >>0, 存 在 一 列 互 不 
相交 的 连通 集 {R,} ,使 得 p(x) 在 每 个 R, 上 单 叶 , 而 且 


UR = FAG). 
UE Ue) BBM a= ple RoR, KBAR. 因为 当 |z| 一 1- 
MO- lel ~log pie BEER CAS | 
| i= f, i? @PC 一 lz[DdA) 


E Li (dv), 


> cf lp" (2) [*log prao 
R, z| 
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一 l jar 

一 c| log KA J94 ) 

_ 1 

= cl aap (w log KACHI dA(w), 


其 中 tar, (zw) 为 集合 oR,) 的 特征 函数 . 
由 Nevanlinna 计数 函数 N,(w) 的 定义 及 Nptrw) 的 次 调和 平 
均值 性 质 ， 


pe giles) | 


| 


dlw) 
= H| dulw) 
=17", : 
= 1 
之 cy] scan tt Re) log TE ey Alw) 


= S l 
~ | 之 XCR.) Cw log P(w) [44 Cw) 


= c| Ny (wd AC) 
Afzir) 


> CN,(2)ACACz,r)). 
因为 AG) ~ |z|1222, 故 存在 正常 数 C, 使 得 


ae g '(ACz,r)) N fz) 

(1 — {z|?)? 1 

log Te 

反之 , 若 CrE S,CH2(D)) ,由 定理 3.4. 2 知 
N, 全 


>C 


€ Li (da). 
log 37 


用 类 似 于 前 部 分 证 明 中 的 方法 ,可 得 只 与 有 关 的 正常 数 C, 使 得 
I, daw) < Cf yrr wog TENA (w). 
FRA l 
u e p lAr) < cf Ne(w)d Ace). 
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由 伪 双 曲 度量 p(x,w) 的 性质, 易 知 当 1z| 一 1- 时 ， 
sup N,(w) ~ N), int Nee) ~ Niz), 


we A(x) 


因此 存在 正常 数 C( 仅 依赖 于 >) ,使 得 
Ke '(AG.r)) SCN, (ZACAC,r)), 


AKA 
pee FAG) geie N; 2, 
qd 一 |z] ) log -一 
日 
因此 


下 "人 AUzr))》  N,lz) 
{1 {2|2)3 log 工 1 


Jz| 


由 定理 3. 4. 2 即 知 定理 3. 4. 3 成 立 . 
3.4.3 不 在 Schatten 类 的 紧 复 合算 子 


由 Shapiro[Sha87] 的 “小 0” 条 件 可 知 C 为 HY? 中 的 紧 算 子 当 
H lim Jeho D. H. Luecking 和 Kehe Zhu CR HM) 


[e117 


[LeZ92] 证 明了 复合 算 子 Ge S, CH?) 4 BAY 
l Pesi iI 

由 于 SHOH 下 上 的 有 界线 性 算 子 代数 LCH?) 的 双边 理想 , 紧 
REGATE KNEA, MA S (HDE K pH 
#8. D. Sarason 早 在 1988 年 就 提出 问题 :是 否 存在 HD HARE 
合算 子 ,不 属于 任意 S, (H) (0< p<00)? Carroll 和 Cowen 
[CaC91 在 一 类 包含 于 ?在 内 的 加 权 Dirichlet 空间 框架 下 给 出 不 
属于 任意 5, 的 紧 复合 算 子 的 例子 . 

对 a>> 一 1, 设 D. 表示 一 切 D 中 满足 条 件 

ILAI, = (FCO? + {FOF leyda) <+ oo 


dA(z) 
ajep ote 
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的 解析 函数 全 体 , 此 空间 在 上 述 范 数 | 已 相 应 内 积 下 成 为 Hilbert 
空间 . 对 D 中 的 解析 函数 f(z) = Siaz, 由 定义 可 知 


A 


WFIB,= lal? + X | ard on mez) ||)'dACz) 
mn 二 1 + 
= |a| + > lol C1 — eyrar 
= 4 


= lay |? + + Dela ec —1¢] — ż)'dż 


ax] 


= jal? + Dir la| Bina +1) 


_ Sa Prat 1) 
= Hol’ Ze Fon ETE a) 
Fe Bnet D= | e711 一 1D"dt 为 Bata 函数 ,为 Gamma i 
数 ， 
由 著名 的 欧 拉 -高 斯 公式 ;对 ADO, 


l” 2” 3" (n — 1) 
PA) = lim pad 2 ny 


因为 a> — 1,4 4 A=1+a4, 则 A>0. 又 因为 


n 2P(n) P(A) n ICA) nêin— 13929] 
FP (nta) mL +a? Cn TAD CALZADA 
moray win— l) 3.2.1 
2-4 nn 一 
alit) ACA4 13 A2)" CA+n—1) 


Bp 


(tn y= 


PUY Gr), 


， 开 六 (ae + 1) 
Pat+1+a) 


所 以 |fl% 与 用 系数 的 级 数 定 义 的 范 数 > Cn 十 1)* “|as|? 是 等 价 


ami 


的 . ETA: HCD) =D, , Li (dA) =D, eH? (D) Al LADRA 
特殊 的 加 权 Dirichlet 空间 . 
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~ato, 


Carroll 和 Cowen 给 出 的 不 在 任意 $,CH?) 中 的 紧 复 合算 子 的 
例子 的 构造 基于 De PHARM. 对 wE DD, 以 K, BAD. 中 满足 
F shud = fw (FED) 
的 函数 , 则 D, 的 核 函 数 有 如 下 的 表示 : 


KA) = 1+ >) a ae a 


由 于 


1 Dantet) 
n Binsa +1) wt (n)Pla-+ 1) 


atts fate (141) Pate 
Tne Pantie ln a@;Pint+ Dra)? 


CEES ARENT ELE NI : 


Pia + ae 
A) = Gey = > (a> 0), 


E D. Ke 与 & 有 等 价 范 数 . 
比较 天。 与 ko 的 级 数 表达 式 可 知 , 当 w,vED A zw 之 0 时 ， 
0< Eh < Kw) < [1+ Ejeo. a 


引 理 3. 4. 4(Schur 判别 法 ) ([BHs65]》 设 B= p HAH 
阵 ,M 为 常数 . 如 果 对 每 个 i,， D lil < MHEN j D ll < 
M, 7 IBI <M. 

在 例子 的 构造 中 将 用 到 加 权 Dirichlet 空间 的 一 个 关于 插值 问 
题 的 结论 . 

引 理 3.4.5 设 a>0,{7.}) 己 (0,1) 为 增 序列 , 昌 满 足 条 件 : 
Ca 十 ber -4 
| 


— 1 一 Pati 
?二 sup —y. 


<fi+ 

设 W 表示 D 中 由 A= K/K G2 DKR AES. 如 果 

(a) EPRA UX S WO ERE RE MAF Pow 
FUN} = Sel. 


“1931“。 


是 有 界 且 为 可 递 的 算 子 ,而 且 
W = {Df {Xx} EBY 


证 明 这 结论 等 价 于 证 明 矩 阵 4= a EAR AH 
中 Gi 二 fi fj=1,2,"). 


由 (1) 式 知 
oa, = EK Kad 
a o AAD 
-TKK N K, (rK, (rp) 
KL) 
= (a 十 1) 一 一 一 一 一 . 
K, rK, (ri) 


设 S= n t iC, 
Ke —_ (a-a-a-a -— roy 


VK, DK 0D a= = 81 — s 


_ f (2s — 8) (2s, 一 zi)? 


(s, + 8; ss) 


= (4 aM 2 一 5)(2 一 2) \? 
(1 — s, + G;/s,)) 


Sai) 2 2x2 = 
<({l 2 (o> 


< wayne 
以 Ay (A) Ra A 的 严格 上 (下 ) 三 角 部 分 , 即 A 的 元 素 
为 : 当 i<j 时 为 qi, 当 ij 时 取 值 为 0 于 是 ASAHI +A 我们 
将 应 用 引 理 3. 4. EAA +All 而且,4 ARAB, 
因为 Ay 的 行 求 和 为 
a (K.K, >) 天 -ri 


U TKK St X VE GIR tr 
cate Sehr = GEDIA., 
ri jt 1 1— pr 
«1926 


同 理 可 知 关于 列 求 和 具有 与 上 相同 的 界 . 再 由 条 件 可 知 此 上 界 小 
1 
+t. 
因为 4 一 4 NAL <> ee IEA SI) Ay + ALF 
是 4 WHF. BOM EE. 


推论 3. 4. 5 设 >0,{)C(0,1) 为 引 理 3. 4. 5 中 所 述 的 增 序 

列 . MR w) 为 复数 列 , 满 足 
lw, |? 
Dep Se 

那么 存在 函数 /ED 使 得 fr) =wy(n=1,2,0). > 

证 明 ”因为 .三 !; 克 一 是 有 界 算 子 ,其 共 移 算 子 (7-10 eS 
三 手中 .也 为 有 界 算 子 . 对 任意 c= (2.225) CLUE (ce, | BRE 
的 标准 正 交 基 ) ,有 

= (2,6,) = (af) = (IT) a f,) 


特别 地 , 若 取 TK] p= ED. HERAT 
For 
KI i = ((J71)" fd = = T 

Tif) = =w,(n=1,2,°) UE, | 

引 理 3.4.6 设 a>0,{7.} 如 引 理 3.4. SHAR, MR A(z) =2 
~ro p: D—D 为 解析 函数 , 且 使 得 Cy E D, EAR. 如 果 prti) 
=r al MAW WC Mi 的 不 变 子 空间 (其 中 M, AREER. 

Tati Ta) K, 

F) MAJ 'Ce Ms J 为 De eT ar 
平移 算 子 . 

证 明 .直接 计算 可 知 Ms (KY) = Cw) K., A Cy (Ky) = 
Kaw XT nl, 

C; M: Kod) = (fa 一 nK,» 
Cy Mi (K,) 一 0. 

由 于 Ww 是 由 向 其 KÆRE i W EC Ms 的 不 变 子 空间 .对 有 
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ICE MS Ja, =J CM; fea 


SS a = r) J-K, J= nn) IK, ll 
E FICE Se) =O. J CMJ 为 天上 的 向 后 加 权 平 移 算 
子 ; 证 毕 . 

WMR CES hF 5, ARK TICS Mi J ES,. 

下 面 我 们 着 手 构造 不 在 任意 Schatten 类 中 的 紧 复合 算 子 .在 
此 过 程 中 ,要 用 到 双 则 度量 的 有 关 知 识 . OU 为 单 连通 区 域 ,z(z) 
AU 到 DD 上 的 共 形 映射 ,那么 U 上 的 双 曲 度量 是 长 度 无 穷 小 元 
为 


| ze! (z)| |dz| 
1 一 |u{z)|? 
的 度量 RBS (x) AY HE Ce. 如 果 zu EU, 我 们 LA dz, 
aU RAS + 214 与 为 间 关于 U 的 双 Hi EE ey. 
双 曲 度量 是 共 形 不 变 的 . BSR rE U BA A RR 
V 上 的 共 形 变换 ,zi,z,EU, 则 
O dEV) = diag U). 
4 U=D if, 


df0,z,D) = Llog L+ zi 


一 lel 
于 是 当 之 ] sm EU eu 为 U 到 D LEETMA w(z,}=0,u(z,)>0 
时 ,由 共 形 不 变性 ， 


dlzi U) = Glog oe i 


1 + ulz) 
_ ute) 
R S= {w |Imw|<2/2}, HF s(z) = Flog i 将 DHE 
换 成 5, 而 且 sc0)=0,s 00, FE, WE r BU AS LE 
映射 ， H rx) 和 tz, IHR IRS 
dlzi ,e200) = frid — tlz,) |. 
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对 这 些 知 识 感 兴趣 的 可 参考 Ahlfors 的 书 [LAhl73]. 
HF- ocat, i f 
ME _ f +a —e “fel, fel < 
lt|/logloglog |t|l ,lt| F€,» 
= {w; 一 (Rew) < Imw < ¢(Rew)}. 
则 是 关于 实 轴 和 虚 轴 都 对 称 的 区 域 . 直接 计算 可 知 (1) 之 0tz 
和 [0o,ce)), 且 非 增 , 因 此 号 是 关于 原点 的 星 形 区 域 . 
设 a(z) 为 DD 到 上 的 唯一 确定 的 Riemann 映射 ,使 得 00) 
二 0 且 o(0)>>0, 那 么 o BKA(-1, DAO PHEME HR 
射 .对 每 个 正 整 数 , 以 7x, 表示 (0,1) 中 满足 or) =e 的 点 . 显然 ， 
当 n>00 时 ,7 1. 
引 理 3, 4. 7 ”存在 正 整 数 no HGS n> nit 
7 loglogn < dleet 人) < dloglogn. 
eh ON HH EE BTA SIG REM, LIRR SRST 
L loglogn dlr, sratis D) < dloglogn 


(此 引 理 的 证 明基 于 Hayman 的 一 个 引 理 [Ham80.]). 
证 明 RU 为 包含 矩形 . 
| R= {za — b < Rez < a, + b, |Imz] < >} 
的 单 连通 区 域 ,其 中 a azb >00, Hayman 证 明了 


dlasan U) < Fla a) +5 (3) 


另 一 方面 » Hayman 还 证 明了 ;如 果 RCUB [za 0A 
 Rez<a:+b, [Ime =b} EU 中 , 则 


02) 


a 
b 2° 
考虑 nn, =e, be" /loglog(n—1). BR b>", 
因此 由 Ce) ES AY 
gle" 一 如) > (er!) = eT /loglog(n — 1) = b.s 
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dlasan U) 之 4 T (a, — a) (4) 


于 是 ,矩形 
R, = {2:6 — b, < Rez < etl + 6,, Imz] < b} 


Ste OZ, H Hayman 不 等 式 (3) 知 ,对 某 个 适当 的 1, 24 ne 
ny > Bt, 

+. met! — e) Ed 
0 


一 Tee — e)loglog(n — 1) + > 


f < 4loglogn. 
为 证 另 一 不 等 式 , 取 CEB let +0.) =C,¢ 由 于 存在 5> 
0, 岁 天 1 一 和, 故 这 样 的 Cr 存在 ). 因为 +b eA lett?) = 


bner HRGA Crb E 
R, = {z1e" — o, < Rez < er + cns [Ime] <c,} 
| SAUR.. 
由 Hayman 的 另 一 不 等 式 (4) 可 知 ,对 某 个 适当 的 由, 使 得 当 nny 


>a, it, 


+1, E tati __ _ = 
dieet 5U,) > 4c, e") 3 


a miet! — e) _ 
Z aet /loglog(n +i) 2 


= + loglogn. 
因为 OCU, dle." US fle. 40), db Ty S| 
成 立 , 证 毕 . 
由 此 引 理 可 得 我 们 在 构造 反例 中 用 到 的 结论 ， 
引 理 3. 4.8 ”对 上 述 确 定 的 序列 {r,}C C0,1) ,满足 


1 — Pati 一 0, (5) 
=r, 


但 对 任意 q>0, 
= o, (6) 
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证 明 首先 注意 到 


二 ab (Poe | (bes 

2\1—reail\ ltr, 1 一 ref lra ltr}? 
(7) 

由 左边 不 等 式 可 知 

1 lor, 1 He) d [i 一 上 

zlog 7 一 Tati > 78 1 — Tayi 2 8 i-r, z 1og2 


= d(0,rsaD) — d(0,7,1D) — log2 


d(r, ,rtsD) 一 Sloe 
由 引 理 3. 4. 7 可 知 d Cra srap 3D) 00 (noo) ARRE. 


设 9>0, 由 (7) 式 中 的 右边 不 等 式 可 得 
1 1 ， 
Hlog| 5 < dtrane D), 


-r 
. 一 Pati 
故 由 引 理 3. 4. 7, 当 nent, 

> exp(— 2d(r, 72415)? 


6 


=> exp(— Sgloglogn) = [起 . 


存在 N= BBY n>N it >n" , 故 对 此 N， 


” logn 


S) > 


amp aa 


o 


1 \* 1 
ten) > ie 


a=W 


HEHE. 

现在 我 们 来 证 明 本 小 节 的 主要 结论 : 

定理 3. 4.4 设 o 为 上 述 定义 的 0 到 DD 上 的 Riemann RH, 
HZ) 二 oT1(e-ig(lz)). 对 o>0, 复 合算 子 Cs 为 D. 上 的 紧 复 合算 子 ， 
FAC, €S8,(0< pico), 

证 明 因为 0 为 关于 原点 的 星 形 区 域 ,对 任意 z€ Doe a(x) 
ENW ?是 确定 的 . BM pE D EEE. 因为 302 和 ae-12) 除 cc 
外 不 相交 , 故 4K3D) 门 3D 一 {一 1,1}) ,它们 是 pg 的 不 动 点 . 
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利用 9 的 单 叶 性 及 重 积分 的 变量 替换 公式 ,对 任意 SEDD 
为 通常 的 Dirichlet 空间 )， 


IC.FI2= |F€gC0)) [2 + f (F e 9) dAl) 
= |f]? + [if een PIP Cz) |*d ACz) 


= |F)? + | IF G) [dA <I, 


故 C 为 Du 上 的 有 界 算 子 ,MacCluer 和 Shapiro 关于 Cy 的 紧 性 的 
角 导数 判别 指出 ,对 o> 0,C, 为 D, 上 的 紧 算 子 当 自 仅 当 9 不 存在 
有 限 角 导数 , [MeS86 ,定理 5. 3(b)] 由 于 KaD NaD={—-1,1} k 
要 证 明 C* 为 D, 上 的 紧 算 子 , 只 要 证 明 9 在 十 1 处 不 存在 有 限 角 导 
数 , 由 对 称 性 ,只 要 证 明 在 z= 1 处 g 不 存在 有 限 角 导数 . 
H pA r, 的 定义 ， 
Press) = 0 Ce or)) = oem grt) =a He) = yr 

Bil {r,} 2 RIESE RIED 由 引 理 3. 4. 8, 


lim 2 二 ati) = lim a nn 
由 Julia-Carathéodory 定理 可 知 ,yp 在 z 二 1 处 不 存在 有 限 角 导数 ,从 
而 证 得 C, 为 D> O EA EET. 


如 果 Co€ S,, 由 于 5, AARRE KJ C MJES, 由 引 
理 3. 4. 6 知 J CZ MET A EEIE A K Cna rD lK, il/ 
NK. ,的 向 后 加 权 平 移 算 子 ， 由 加 权 平 移 的 性 质 ， JOC MITE 
S 当 且 仅 当 


€ IK, Il 

È (one TK. Kel) 所 十 co， 
= IK, | 
Benn IK, Lome 
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K, (r, /a 
之 (r 一 r a are TIK aD 
| rs ry a 
A+A) millor 


由 此 即 知 对 o> 0.C, 不 属于 任意 SDN O<p<too). 证 毕 . 
习题 三 


1. 证 明 :对 任意 0<e< 二 ,函数 | 1 <】 属于 a. 

2. 设 f 和 gg 为 D 上 的 解析 函数 ,g 单 叶 且 了 CD)CgCD), 证 明 如 果 gE 
正则 FE HEA Al FH Littlewood 定理 )， 

3. 利用 前 两 题 的 结论 ,证 明 如 果 在 DD 上 解析 , 且 f(D) 含 于 一 个 项 角 
DF TUE HEP SEH. 


AM SER (DY A 


def 之 a 
r= >) Lior fair 


记 a (D)={FE HCD): TE ACD) ¥ Bergman 空间 .于 是 有 
HUD) GAD). TE ER SEHD), 


IFE = f ire Pda), 


其 中 d4 X D Ef Lebesgue 规范 面积 测度 , 即 d4(z) 一 二 drdy- 
5, 证明 A:(D) 上 的 任意 复合 算 子 都 是 有 和 界 的 . 
6. 4t FE WUD) .id 


DU) = Sal Fool, 
a=] 


B= {f E HD): D) < œ}, 
# D A Dirichlet 26) WEA. FE H (DJA F Dirichlet #04 Hit 


f IP PdA) < c, 
并 且 证 明 DUA [LF PAA). 4 f EE RA A STAR. 
7. WEH Dirichlet 空间 上 的 复合 算 子 未 必 都 是 有 界 的 . 
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. 8. 在 Dirichlet 空间 户 上 , 令 
Irib = |AW+ DF (ED), 
M DERRI lo 下 成 为 Hilbert 空间 . 
9. 证 明 : 如 果 yp:D->DD 单 叶 解 析 , 则 ,为 Dirichlet 空间 户 上 的 有 界 复合 
算 子 . 
10. 给 出 Bergman 空间 42? 上 的 Hilbert-Schmidt 算 子 的 特征 . 
11. 给 出 bED, 举 出 一 例 说 明 ; 可 使 gp.D-=D 解析 且 o=, A 


ica = | 


以 此 说 明 推 论 3. 2. 2 是 精确 的 . 

12. 在 Bergman 空间 HiCD} 上 给 出 jc, 的 类 似 于 (DD) 空 间 上 的 估计 
( 见 引 理 3. 2. 2), . 

13. 对 于 a> 一 1, 定 义 加 权 Dirichlet 空间 


= {fe HD) AP = f0] + lr pd -= jz 


1 


户 


1 
TOP) 


. Faaa]. 
定义 五 上 的 测度 a 为 
= [pP Fa — jeld Lda). 


证 明 : :Cr ED, 上 有 界 当 且 仅 当 大 关于 攻 EKG Font 
PSA) = OU), 
Ce AD. ERAT 4 Ai AAF £ 一 致 地 赵 于 0 时 ， 
HP SE AY = oht), 
(OMR—1<e< B,C, 在 PDP。 上 有 界 (或 紧 ), 则 Cs De LAR 
Ri); 
(DR —1<a< A, OR pE aD ERAS RASH. OC, ED. E 
AF WC. ED. LARS. 
14. EH E C, E AD EBB ot D AAA. 
15. 设 p: DD H MHR C, 在 HDR APCD) ERRA A E 
明 :如 果 DCAD) ,那么 Cs 也 不 具有 闭 值 域 . 
16. EC, Æ UDR APCD) (a> — 1) EA PR. ME gD) CRD), 
其 中 纱 单 时 , 则 Cy 也 有 闭 值 域 . 
17. 如 果 p BAR I a> —1.C, BE AND) EK ARI? 
= 200 «= 


18. 设 pg:D>D BARN Hy AT RM Cr 为 43(D) 寺 的 紧 算 子 当 且 仅 
当 


. 1 一 |ez)| 
1 
me 了 一 jz] 


19. TEAC, E HD LEW RBRABODICD. 
20. 构造 一 个 解析 映射 p EB AD) =DAC, EOD) LERAF. 


z= oO, 


t w 


在 复合 算 子 的 有 界 性 的 研究 中 ,Littlewood 从 属 定理 起 了 关键 作用 - 
Littlewood 原理 最 早 见 于 Littlewood 的 文章 [Ltw25]. 实际 上 他 给 出 了 更 为 
一 般 的 结论 . Littlewood IERT Xt D PRN ARA pO = OR ER O< p< 
ooy0<r<I 有 


fog) des | ,foe eae 


( 见 [Drn70]). 出 此 可 知 C, 为 日 :(D) 上 的 有 界 算 子 . NEEC E H ERA 
前 性 也 可 利用 调和 强 函 数 (Harmonic majorant) 来 得 到 . 因为 FEH 等 价 于 
次 调和 函数 1f1* ED LARRA uws AM Bou 
= pA Lf > gl? ay A we M.-F > GE HH” 对 于 FER Ñ uw sl 
BARR. MGI =u MALS e AEO .这 种 研究 复 
合算 子 的 有 界 性 的 途径 ,对 于 一 般 有 界 区 域 0 上 的 Hardy 空间 HADER 
复合 算 子 的 研究 是 有 力 的 工具 [Fis83a][Fis83b] [Xu88]. 
利用 Littlewood 从 属 原理 去 研究 复合 算 子 的 有 界 性 似乎 始 于 Ryff 
[Rff66] 和 NaordgrenLNgn68] 的 工作 , 紧 性 的 研究 由 H. J- Schwartz[Schw69] 
开始 , J. H. Shapiro 和 P. D. Taylor 的 文章 LShT73] 使 复合 算 子 的 紧 性 的 研究 
更 深入 一 步 ,他 们 研究 了 紧 性 与 角 导 数 的 关系 ,表征 了 Hilbert-Schmidt 算 
子 , 给 出 不 是 Hilbert-Schmidt 算 子 的 紧 复 合算 子 的 例子 . 并 证 明了 Cr HP 
+R AAE Cr 在 如 :中 紧 等 重要 的 结果 ,引起 了 许多 人 的 兴趣 . B. D. 
MacCluer 和 J. H. Shapiro[Mls86] 和 进一步 研究 了 Bergman 空间 上 和 角 导数 与 复 
”合算 子 的 紧 性 的 关系 ,提出 了 虽然 在 HDPC HREM SB 9 无 有 限 角 
导数 ,但 无 有 限 角 导数 对 于 HD) EMC, 的 紧 性 不 是 充分 条 件 . EWR 
Bergman 空间 ADHS DE, C, 为 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 9 无 有 限 角 导 
%. 
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经 过 研究 ,Shapiro FRA, BEB TCD) 上 的 复合 算 于 BWR T. 
eR aD 的 速度 不 能 友 快 ,接触 OD 的 点 不 能 赤 多 ,为 把 这 类 于 (Gy 的 紧 性 
的 直观 原理 描述 清和 楷 Shapiro 终于 找到 了 - -种 工具 , 即 他 省 有 的 Nevanlinna 
tt RAK Nw), 他 在 [Sho87a] 中 利用 Newitt T AOD) LA ABT 
C 的 本 性 范 数 公式 ， 


Nw) 


* | — | 
ICI? lim sup 二 Tog fw] + 


Iwi-=l1 


从 而 证 得 Cs 为 太 :(D) 上 紧 算 子 的 充 要 条 件 为 


wim- loglw| 
使 得 表述 Cy 的 紧 性 特征 的 问题 得 到 较为 理想 的 结果 . 

Schatten 类 算 子 蚌 紧 算 子 类 的 子 类 , 且 是 个 闭 理 想 , 为 进 ET RED 
TRE S, 类 算 子 的 问题 引起 了 许多 数学 家 的 兴趣 . 首先 Shapiro 和 Taylor 
LShT73J 给 出 了 Hitbert-Schwidt 算 子 类 3: 的 特征 ,D. H. Luccling 和 K. Zhu 
[Lu2Z92] 和 Nevanlinna 计数 函数 的 可 积 性 给 出 了 S, 燃 算 子 的 特征 ,对 任意 0 
<piitoo, 


GES amea ME E LË «day, 


HP dA = (1— eD dA). 最 近 , 我 们 又 给 出 了 一 个 Carleson 测度 特征 
[Xu97] 这 些 特征 形式 上 虽然 深 亮 ,但 在 具体 判定 一 个 算 子 C* 是 否 属于 S, 
并 不 容易 . 因为 Notw}) 本 身 就 是 一 个 由 无 穷 级 数 给 出 的 函数 ,比较 难以 把 

E 许多 作者 仍 寿 努力 寻求 直接 由 ?的 值 来 刻画 的 判别 法 ,许多 大 认为 应 有 
如 下 的 特征 : 


GES Deaf, [a] dA(z) <+ co， 


EP da= l DTA, 4 p= EL. 最 近 , 朱 克 和 在 
北京 召开 的 987ICCM 上 报告 ,他 已 证 明 此 结论 成 立 [Zh981. 

由 上 述 的 判别 法 可 得 启发 ;似乎 应 有 紧 算 子 Cr RHR SCA) 
例子 并 不 是 显然 的 .T. Carrdl 和 C.C. Cowen 在 [CaC91] 构 造 了 这 样 的 例子 . 
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SOE ME Hardy 空间 上 的 复合 算 子 


单位 圆 盘 刀 的 Hardy 空间 HCD) 上 的 复合 算 子 的 研究 已 被 
众多 作者 推广 到 Bergman 空间 .Dirichlet 空间 及 各 种 加 权 的 函数 
Hilbert 空间 ;单位 圆 盘 D 也 被 更 一 般 的 区 域 ,如 复 平面 中 的 上 半 
平面 .有 界 多 连通 区 域 ,C" 中 的 单位 球 或 有 界 对 称 域 等 所 代替 ,并 
得 到 许多 相应 的 结果 . 这 里 ,我 们 不 考虑 对 于 单位 圆 盘 的 一 般 
化 问题 , 本 章 将 在 一 类 包含 经 典 的 Hardy 空间 .Bergman 空间 、 
Dirichlet 空间 及 其 常见 的 加 权 空 间 的 所 谓 加 权 Hardy 空间 HCA) 
上 讨论 复合 算 子 . 复合 算 子 在 多 种 常见 解析 函数 空间 上 的 性 质 可 
在 HB) PRB HAE. 


$4.1 加 权 Hardy 空间 


从 以 前 的 讨论 已 知 ,单项 式 (n= 二 0,1,2,…) 是 经 典 的 Hardy 
空间 HCD) HAL Bergman 空间 La? (d A.) BINAS Dirichlet 空间 
D. 中 的 正 交 基 . 由 此 得 到 启发 ,我 们 可 引进 更 一 般 的 解析 函数 的 
空间 . 

定义 4.L1 设 豆 为 刀 上 的 解析 函数 组 成 的 向 量 空 间 , 如 果 
单项 式 (n=0,1,2,…) 构 成 日 中 非 零 向 量 的 完全 正 交集 , 则 称 
H 为 加 权 Hardy 空间 ， 


4.4.1 加 权 Hardy 空间 的 简单 性 质 


在 加 权 Hardy 空间 H 的 定义 中 ,单项 式 组 成 的 正 交 和 集 的 完备 
性 等 价 于 多 项 式 在 H 中 的 稳 密 性 ,我 们 党 规范 范 数 使 得 ‖ 11 = 
1, MRR LGD = | || MW A PHBA PASH : 
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ta 
Da 


iag 


| = Dl lal:p0)’, 
H 中 的 内 积 为 
(Saz, > cz) = Ya BG, 


权 序 列 为 {8(7)} 的 加 权 Hardy 空间 记 为 HCA). 

经 典 的 Hardy 空间 .Bergman 空间 和 Dirichlet 空间 ,在 等 价 范 
数 的 意义 下 ,是 权 序 列 分 别 为 PDEA S G+1) R B 
= (7 +1)" BY ONAL Hardy 空间 . 如 果 要 求 上 11 = 1, AR 
Bergman 空间 L (dA DFA IMEL Dirichlet 空间 D.Co> —1) AMM 
权 Hardy 空间 . 由 关于 了 和 LH Cauchy 积分 公式 可 知 , 加权 
Bergman 空间 可 表示 为 加 以 不 同 权 的 加 权 Dirichlet 空间 . 目前 ,在 
各 种 文献 中 ,对 这 些 加 权 空 间 没 有 一 种 标准 的 名 称 . 一 般 地 ,如 果 
强调 其 范 数 是 由 函数 的 系数 给 出 的 , 则 称 其 为 加 权 Hardy 空间 ; 
如 果 强 调 其 范 数 是 由 关于 |f1? 的 积分 给 出 的 , 则 称 这 为 加 权 
Bergman 空间 ;如 果 强 调 其 范 数 是 以 | 疡 |: 的 积分 给 出 的 , 则 称 之 
为 加 权 Dirichlet 空间 . 

加 权 Hardy 空间 HC8) 的 性 质 显然 依赖 于 权 序 列 {8(7)}， 
H*(6) 的 许多 性 质 可 用 其 生成 活 数 来 刻 遂 . 

定义 4.1.2 加 权 Hardy 空间 DBE BEES 


A(z) = > ae By 


我 们 首先 证 明 HORER 数 为 解析 函 数 . 

引 理 4. 1.1 如 果 eC) WAL Hardy 空间 的 生成 函数 ,那么 
KOERAGA D 中 解析 . 

证 明 设 4(z) 为 加 权 Hardy 空间 AGE RRR. 因为 
(8) 是 完备 的 , 故 Taylor BM Dae! 表示 HH*(8) 中 的 一 个 解析 
MRS HL D lay EGYH, R ao =0,aj)= 1/ GB) GS 
0) +42 fz) = Saz Dll 
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Dlalp = D GERD = DZS 
故 SEH’ CP). 
由 定义 ,2:(p) 中 的 每 个 函数 在 万 中 都 是 解析 的 ,由 于 SE 
FCB) , 故 了 的 收 委 半径 大 于 等 于 1, 因 此 


1 2 


lim sup| ae) | = | lim n sup| z) <1 
由 此 可 知 eC) = > JEE D A WEK. 


生成 函数 的 重要 作用 之 _- 是 由 它 可 知 召 :(B) 的 计 值 证 函 是 有 
界 的 ,而 且 可 利用 WOWERRERE P ORAA RHE 
ZEHA. 

定理 4.1.1 设 HC(B) 是 加 权 Hardy 空间 , 对 任意 wE D, 
下 (人 上 的 在 w 处 的 计 值 泛 函 KO) WA FRE aL 

fw) = Ke.) (fF € HA), 

其 中 K, (2) =kG@z). WAL || Ke h =E wl). 
证 明 对 wED, 由 在 DD 中 的 解析 性 可 知 kE H(A) BR 
上 


元 3 一 S _W i iy? 
WK. Il T | 2 BG) | - 名 ME cal BC) 


ple _ 2) < co 
= 2 Baye = Bl ) < co. 
对 FEHMER f= Laz’, M 


(f Ky) = 254 AG = Dai = fiw). 
TEM, 
由 7P(p) 的 生成 函数 容易 看 到 许多 函数 Hilbert 空间 是 DE 
的 解析 函数 的 代数 一 致 Hilbert 空间 ， 
定理 4.1.2 如 果 加 权 Hardy 空间 HH*(8) 的 生成 函数 在 开 
AGA D 上 是 解析 的 , 且 (1) =co, HOA D LRT 
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数 的 代数 一 致 Hilbert 空间 . 
证 明 BAA HS) ENA ARE RAY fee 及 fee 
H(A) 时 ， 
(fgh) = (fh) gh). 
因为 多 项 式 都 在 H(A) HR fig 为 多 项 式 时 ,上 式 成 立 , w= 
Czk), ICh) = (zh) leh) =w, 一般 地 ,对 Jj=1,2, =, izh) 
=w, 
w = (zh) = (12,h) = (1,Ad<z,h> = ¢1 ,hw, 
ik w=0 或 41， h)=1, XA 
| “1 ,kh) = (12,h) 一 《1 (1A) = (1,8), 
故 (1,h) 二 0 或 (1,h) =L. 
如 果 (1, 有 一 0,w= 二 0, 那 么 (hh) 一 w/ 二 0， 7 一 1 2,…， 国 而 对 
一 切 多 项 式 Pph =0, RAB RAS AE HO RAE, 
二 0, 这 在 考虑 代数 一 致 件 时 是 平凡 的 
于 是 (1,h) 一 1. 因为 1,z/B(1) ,22/B8(2),-… 构 成 HORA 
范 正 交 基 , 故 有 


AC) = (1,h)1 + D(a gop) a BG) At ae aay 


M lwl<1, A Alz) =k(z)=K (2), 即 记 为 在 由 处 的 计 入江 项 
IFA |e | 1 HBA 


fal? = > Fela = > BG Sk) = o, 


这 与 由 天 MERRER ERETI. Be h AN BT Ge SE By ERE 
mR. 证 毕 ， 

在 经 典 的 函数 空间 中 , 计 值 泛 函 的 有 界 性 可 利用 Cauchy 积分 
公式 证 明 , 而 函数 的 导数 也 可 用 相似 的 Cauchy 积分 公式 表示 , 故 
PERE ORES SH MITE Ee RAE K. 

定理 4.1.3 设 FP (8) MAX Hardy 空间 ,对 任意 正 整数 m 
及 任意 wED,H*(B) 中 的 函数 的 m 阶 导数 在 ADAYA BE 
ARR R.A 


" 206 « 


fow) = (f, KP), 
其 中 
(m) 一 Sn J} jom a 
KPO = 之 Gm” AG 
证 明 由 于 


few) = (f4K.)+ 


ff) le, 
Fw) = in e = (flim 
= (f, ERD) = K'a), 
由 此 及 归纳 法 即 可 知 定理 成 立 . 证 毕 . 
Fa EE iE AA 
K™ (2) = kee), 
| 在 单位 轿 屑 附近 的 点 的 再 生 核 的 性 态 , 在 复合 算 子 的 研究 中 
起 着 重要 作用 . 下 面 定理 描述 的 性 质 是 再 生 核 的 重要 性 质 之 一 ， 
定理 4.14 BA COHN Hardy 空间 ,和 且 满 足 条 件 
EAG =+, WY wi 1 时 ,规范 再 生 核 


il Ka ll 
弱 收 急于 零 ， 
证 明 w ED, Elw hÈ 11 mR, I 
=k \w, |). 因为 
Hime lwel®) = DF = 
iklim I Ku, i ?一 co, 对 任意 多 项 式 p> 


Ke, ， let) 
eT }|=1 iv’ = 0. 
(2 TK. | ) ja Kw, 


因为 Hilbert 空间 中 的 闭 单位 球 是 弱 紧 的 , 故 D 中 每 ~- 个 趋 于 aD 
的 序列 ,都 存在 子 序列 ,使 得 相应 的 规范 再 生 核 K。/ | Ku, | BC 
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lim 


jon 


B 由 于 多 项 式 在 H*(p) 中 秽 密 , 故 可 知 仅 有 可 能 的 极限 为 0, 由 
所 取 序 列 的 任意 性 即 知 结论 成 立 ,证 毕 . 
由 定理 4. 1. 1, 二 (8) 的 核 函 数 


— E -i 
Ku = k = < > 
(z) (wz) 之 Bie? 


K, tok 2} — ` [er |? 
IK. fl Cwl?) 它 BG 


对 于 常见 的 权 序列 ,我 们 可 得 到 经 典 解 术 函数 空间 的 再 生 核 , 
推论 4.1.1 在 Hardy 空间 HH?(D) 中 ,在 wED 处 的 计 值 泛 
函 可 表示 为 co) 一 人 ,天 ,其 中 


Kz) = +, [Ke] 一 -= 


证 明 取 8 一 1, 故 Kz) = ite 


z 
”推论 4.1.2 在 Bergman 空间 ADP, 46 wED 处 的 计 值 
CARRA f(w) 一 (f,K,), 其 中 


= qa _ 1 

Ku) = Gay Kell = hoe 
证 明 Re PC = G+)”, a 

Kale) = DU + pwe = oy 


AT I Ka N= [Ku Cw) P= — as BH Ke N =e 


推论 4.1.3 在 Dirichlet 空间 D, 中 ,在 wE D Aki HEELS E 
可 表示 为 
1 Fw) = Ku). 

其 中 


Ka = goal a 1K. 1? = aloe! 5 l. 


TA RAG) = G+ DYM KG) = D yt Hw, 由 


« 20B + 


S 1 1 
于 当 4z| <1 时 ,log 1 2 > Ly, 故 一 log 


1 一 a3 z 1-2 
23 Fa 所 以 
1 1 1 
Kate) = È To = ge r): 
EE. 


iit 4.1.4 在 加 权 Bergman 空间 L2(dA,) (a> —1) FE 
we DAE BRR [w= (f ,下 。) ,其 中 


_ 1 十 a z 一 _ ite 
Ky @) = a 二 机 ey l Ku li 《1 一 lw [29247 
证 明 由 于 当 a> 一 1 时 ， 
ite a 
(1 üU- zt -5 d 


rG4+ 2+0) 
= È ro brara 


GDO +A? 


= È agri 1a)’ 


wR PCD) = VE TO (7 = 0,1, 2,0) B, Ko C20 = 


《1 一 dta it, 若 JEH M, Bf) = Yaz’, 则 


-í 
= i 
(F Kw) = (dae 之 BT TF) 


a BG+1,1 +4) 


= < — l . ft" aj — Zya 
= BF TF | Q= Je} 


= o i | — 73’ 
= Daggry erra a rr 


jad 


wer (2! 2!) 


rdrdé 
x 


1 — T 
Da GFT, paw) fa -oa 
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一 Saw = flw). 
i=0 


4.1.2 小 加 权 Hardy 空间 


加 权 Hardy 空间 的 大 小 由 其 权 序 列 决定 . 在 研究 复合 算 子 
时 ,有 时 要 考虑 上 的 有 界 解 析 消 数组 成 的 各 种 Banach 空间 . 

定义 .4.1.3 MEY, DB D 上 的 解析 函数 组 成 的 
Banach 空间 , 且 满 足 

(DER SEY, SD LAR; 

DY 包 食 一切 多 项 式 ， 

(3) 对 任意 wED, 在 w ME EGR 

(4)Y 是 西 不 变 的 ; 即 ; 车 /EY,g BD EM BRR, N 
fg EY, 
WY, 上,) 为 小 空间 , 

. 由 条 件 (1) 和 (2) 可 知 , 对 于 小 空间 来 说 , 依 Y 中 范 数 收 敏 必 
是 依 上 确 界 范 数 收敛 . 事实 上 ,由 闭 图 像 定 理 可 知 从 (Y, Hell ,) 到 
(Y ,上 :中 ;的 恒 等 映射 是 连续 的 , 于 是 存在 常数 c>>0, 使 得 

Fie SCII EY, 
由 此 得 (3), 应 用 闭 图 像 定理 可 知 , 当 p D HE E t (Mobius 变 
换 ) 时 ,C* 为 了 上 的 有 界 算 子 ， 
MRP DARA 


2 Bn < co， 
则 E CB) Ay sy 25 Va). 这 时 ,我 们 称 H? (8) ADGA Hardy 空间 . 这 
时 如 果 ERG), O= Saw. Al 
| ses > la PB) <+ oo, 
因为 人 
Rf lle = sup | dan! |< > la; 
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[8G > a) 


| SL Fe 
Kf AD rer tt. 对 we D 及 任意 TERA), 


foo) | = 1 Kol FUNKA = ALD REV 


<[È pi gap) = MSN, 
即 在 w EHAR ER RN. 显然 任意 多 项 式 在 HO H ik 
H? (8) 满足 定义 4.1.3 的 条 件 (1),(2),C3)， ,从 和 而 由 闭 图 像 定理 知 
(4) 也 满足 . 所 以 当权 序列 满足 > By < 00 AE HEC) 是 个 “小 
ZM”. 这 时 ,任意 S E HUD ,f 都 可 连续 地 延 拓 到 万 上 . 如 果 每 
个 元 素 都 可 连续 地 延 拓 到 万 上 , 则 称 此 小 空 何 为 “边界 正则 ”小 空 
间 . 因此 当 S) gay < co 时 ,EBD 为 边界 正则 ”小 空间 . 


hE Dn +1)'!~*]a,/? = || f |] ? AINA Dirichlet # fj D, 
中 的 等 价 范 数 , 若 令 A = (nn 十 1) 一 , 则 2(B) 与 五 等 价 ,由 
于 当 a< oit, 5 goy oot D. k ax 0 时 为 小 加 权 Hardy 空 


闻 , 因 而 对 于 一 1 之 a 之 0, 加权 Dirichlet 空间 D..d DEWAR 
解析 天 数组 成 . 由 小 空间 的 定义 可 知 ,Dt 一 1<< 0) 到 (DD,， 
中) 中 的 恒 等 算 子 是 连续 的 . 

由 “小 空间 * 的 定义 ,可 知 A CD) AL ACD) ( 贺 盘 代数 ) 按 上 确 
界 范 数 成 为 小 空间 ;解析 Lipschitz 27 /8].Lip.(D)=(/:f EDA 
解析 ,|f(2) 一 fw) | =OC(z—w 1). wE D Oal) RA 
数 


IS = Lo + sp AY oA , 


|z — w} 


zAwe ap 
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成 为 小 空间 ;S*(DD) 一 {f:f 在 DD 内 解析 ,fr EHD)}(p 之 1), 著 
装备 范 数 
Ills, = IF + 1P ts 


也 成 为 小 空间 ;在 这 些小 空间 上 的 复合 算 子 的 研究 也 都 取得 了 许 
多 很 好 的 结果 ,本 书 不 作 详 细 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 
献 . 


4.1.3 大 加 权 Hardy 空间 | 
这 里 考虑 由 那些 加 以 比 标准 权 Gr) = (1 一 "3)*(e0) 训 减 得 
更 快 的 权 函 数 G(r) 相 应 的 加 权 Hardy 空间 . 
BCH) HOD 上 不 增 的 正信 和 连续 函数 , 且 使 得 | GCr)rdr < 
œo, FÆ GUDA 为 也 上 的 正 有 限 测 度 . > 
ALD) = [Ff E HD), | F&G) < oo}, 


Ifi} 一 [,|f@ [GC DdAle), 


其 中 d4 为 D 上 的 规范 面积 测度 . BAR ACD) Hilbert BBX 
iat. 
如 果 记 
b= ceoar， 


c= 2| Girdrdr, 
o 


= 2 
Piny ~ c Pas 


则 AMD) SRF HCA). 事实 上 ,对 于 站 上 的 解析 函数 f(z) = 
x azis 
IAI =f IGAD 
"f! ` glib gi Hh rdrd6 
= [I dae r jem 
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= Saf asl Gr ddr 
= Sia! 2) tiGCr)dr 


= 2a lal! 2p, =C% Ia, AG 


= C | fis 
ME Gir) =U —r)*(a>— 1), GOS logra l), 
则 在 等 价 范 数 意 义 下 ,A8 等 价 于 OLGA.) MAKHE Hardy 空 
间 ( 或 称 大 加 权 Bergman 空间 ), 主 要是 指 那些 比 人 1 一 ”) 的 任意 将 
都 减 小 得 快 的 权 函 数 GCr) 相 应 的 空间 . 
定义 4.1.4 如 果 对 一 切 a>>0， 


lim 一 0 (1) 
则 称 G(r) 为 快速 权 函 数 - 又 车 对 任意 «>>0,GCr)/(1 一 r)" RFR 
近 工 的 = 是 递减 的 , 则 称 G 为 快速 正则 权 ， 
很 容易 知道 下 面 两 个 权 函 数 都 为 快速 正则 的 ， 
(a) 对 <>0,p8>1G()=exp{ 一 


log 7+ B}; 


e). 
larda Yo 为 居 (D) 的 一 组 规范 正 交 基 . 由 此 可 知 AB CD) 
的 再 生 核 函数 为 


(b) Xf c>0, B>0,G =exp{ —e 7+, 


Ki) = > zma. 
ANGER po AA 故 可 知 当 |w|—>1 时 || Ka |] 一 十 ce， 

在 加 标准 权 的 情形 ,我 们 有 时 将 加 权 Bergman 空间 作为 加 权 
Dirichlet 空间 来 处 理 更 为 方便 ,而 且 有 如 下 关系 :对 a 之 一 1， 
Ld A.) = AMD) 一 Dtz; 在 吉 快 速 正 则 权 的 情形 ,我 们 也 可 作 类 
似 的 处 理 . 对 0 所 7 之 1, 令 


H(r) = [ [ecasde, 


+253» 


对 DD 中 的 解析 函数 f, 记 
A 


则 此 范 数 与 | ,| 是 等 价 的 ， 
引 理 4.1.2 设 了 为 DD 中 的 解析 浅 数 ,fF(0) 二 0, 那 么 


| IP es) PREDA) < [ro [GedAte) 


< 6f Fw LH Cz) dA), 
其 中 各 积分 允许 为 十 ce. 

证 明 $ 
| Pr = feo ar, 
| a 一 feng (r)dr, 
由 分 部 积分 两 次 可 知 

h-i = [eH rydr = fe] f i f ‘G(s)dsdz} dr 


hs (J) | G(s)dsdex) de>) 
+ | (ecwas)ar 


= ofl feasa 


in| | ceodj] | 


"(| | ccodaz] 


1 
(2n) (C2n +1) 
1 
十 Gri) ewer 


_ 1 
T (in)(n + 1)?" 

FRA pa = On) On + Dg X 6n2q,_1, 如 果 f(z) = Dar, 则 

有 . 
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f | F(z) 0G zdA(2) = 2 2 latba 安 2 5 6m ag 1. 
D al nm] 
由 于 

olf PH Uz dA 


| 
= ST nma, agp? tte Hy) EE 
f a |a lî H dr 


=) 
= 23) 2 lan [gui 
于 是 有 
| ræ EGE Dda < ef ir (z) PHC zda. 
而 
。 [IFO PEDA = 23 7 lantana 


<23 Nal’. = [If 14694. 
证 毕 ， 
由 此 引 理 可 知 目 "与 此。 由 等 价 . 我 们 记 
LFI = [tf 1H zDDad, 


WU ibs lo Ay A& ABER. 
下 面 两 引 理 的 证 明 留 给 读者 . 
引 理 4.1.3 WR=(2ED;|z| Sr}, Ke 0<r <1 MAK 
在 仅 与 G 和 有 关 的 常数 C, 使 得 对 一 切 刀 中 的 解析 函数 S 
人 peaas cj fied. 
. 引 理 4.1.4 设 Cn Al G: APAR. 如 果 存 在 ro(O<ry <1 
O<im<iM<0o ,使 得 当 ror<] 时 ， 


G(r) 
= Ge ~ 


m< <M, 
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则 集合 AZ (CD) = Az, (D), 且 相应 的 范 数 等 价 . 

下 面 的 结果 反映 了 权 函 数 COE ~ 一 1 时 的 衰变 速率 与 核 函 
数 的 范 数 | Ku, | 当 |w| 一 1 时 的 增长 速度 间 的 关系 . 

引 理 4.1.5 RG, AG, ARBM.KL M Ka TAA AG CD) 
和 AG, (D) 的 再 生 核 . OR SG 1 的 OO) /G DAF WM . 
| Ke le:/ I Kilo, ED LAR. 

证 明 rral i GGS R= (EDS tz] 
<1} ,由 引 理 4. 1. 2, 存 在 仅 与 m AG 有 关 的 常数 C, 使 得 对 任意 
weEDREMK p, 


[ptw) | = IE RiG,da| 
+ 
< (f peda)" 1 Ke ls 
ugga)? 
< (ef eicaa | KE e, 


< val | ppGaa iK Ihe, 
= Va | pile, (Kb Io 
由 于 是 任意 的 , 故 对 任意 wED， 
I Ks lo, < Va I Ks le, 
iE. 
4.1.4 加 标准 权 的 Hardy 空间 


BA a a>—l 及 正常 数 C, 使 得 


lim G(r) 
rel €1 一 r)" 


则 称 Gr) ARER XET ACD) AD r, OD ELS 
Hardy 空间 的 研究 只 要 以 加 标准 权 (1 一 r)* 的 Bergman 空间 
AND) ARM FT. 
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=C, 


a>—1,(1—-r)*~ 
(—logr)*. ES 
dA(z) = (— dlog|z|)*dA()/P@t+1), 
对 D 上 的 解析 函数 f(z) = Dar 
Ifi: = [ |f@ lda) = > 


el? 


CESTI 
IF = f IOa iDa, 


Lida.) = (f € HD): |。< co)， 
AD) = {f E H(D): Ifl w < eco， 
GN Fe EEA T Li daa) ~AD). 
在 加 权 Bergman 空间 中 , H? (CD) A Re EA Littlewood-Paley 
恒等式 不 再 成 立 , 但 有 如 下 的 估计 ， . 
as 1.5 BJEHWD MIE c> 一 1, 则 有 


pF Whee + FOES ANES [FCO]? + HF le 
证 明 对 o> 一 1, 因 为 | loge ldr 是 有 限 的 , 故 对 0<p<1， 
f(z)= aw, 有 


F(z) 一 Di gil 一 I + Lajas 


(nt 1) 
If IE a2 = > Gt Driant - > mr etl 


E > 全 = > CE 


att 


+ 


1 十 二 
n 


所 以 
Fo for s IF Wa. S2attc i FE Aol, 
ma 


za If 2a + FOP ETA loH P e 
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iE. 
当 a> 一 1 时 ,由 ADWARE eX, ERE 
中 的 不 等 式 成 为 等 式 , 故 由 此 也 可 知 ,在 HD) P Littlewood- 
Paley 恒等式 成 立 , 
- If wE DKO) 0<r<1 RB o0, ic. 


alr w) 


N,,.(7,w) = 2) log| ze 


Npa (w) = Npe rw) = J) [log Tay1] 

这 是 Nevanlinna 计数 函数 的 推广 ,对 此 有 相应 的 Littlewood 不 等 
Å: 7 

引 理 4.1.6 对 任意 vc 之 1, 有 
1— 0)w|\" 
KO) —w | (mw E DMO). 

证 明 当 o=1 时 , 即 为 通常 的 Littlewood 不 等 式 , 如 果 ol, 
则 对 任意 正 数列 {z} ,有 De; (ht), FARMER wED, Nsw) 
Noel(w), 即 当 wED 一 {40)} 时 ， 


和 Net) S | log 


Nw) < NO) < tog ae)" 


证 毕 , 
。 用 证 明定 理 2, 4. 3 类 做 的 方法 可 证 得 推广 形式 的 变量 替换 公 
R 
定理 4.1.6 如 果 8 为 刀 上 的 正 可 测 函 数 , 则 有 
[ æ Dlg da = cca) end, 
EER cla) =2/r la+ 1) 
在 上 定理 中 令 g= |f 1*, 并 注意 到 定理 4. 1. 5 可 得 如 
下 的 推论 . 
推论 4.1.5 MR SE AD), Ml | 
[fo gli eet 2] IF LNA + IFO 


* 218» 


证 明 
WF LES IFO + IF? Mee 
A 


= |f(g0))|? + ela + D| ir (z) [Npa AA). 
证 毕 ， 


$4.2 加权 Hardy 空间 上 复合 算 子 的 有 界 性 


复合 算 子 的 有 界 性 问题 是 复合 算 子 理论 中 最 基本 的 问题 , 利 
用 Littlewood 从 属 定理 ,我 们 已 知 Cy 为 WD PHARAF. 对 
于 一 般 的 加 权 Hardy 空间 ,Cs 的 有 界 性 并 不 是 显而易见 的 ,性质 
很 好 的 吃 色 也 中 的 解析 函数 9, 由 于 所 考虑 的 空间 太 小 或 太 大 ,Cp 
可 能 是 无 界 的 . 在 加 权 Hardy 空间 上 ,Cy 的 有 界 性 不 仅 与 ?的 性 
质 有 关 而 且 与 空间 所 加 的 权 紧 密 相关 ， 

# go. D—D 解析 , 且 pCO) 二 0, 则 由 Littlewood JA ja JR EE UY UE 
明 , 在 许多 函数 空间 中 C, 是 有 界 的 . 如 果 空 间 关于 Mobius 变换 是 
不 变 的 , 即 所 有 符号 为 Möbius 变换 的 复合 算 子 是 有 界 的 ,那么 对 
一 般 的 九 到 五 中 的 解析 函数 pC 是 有 界 的 .假若 4:DD 解析 ， 
乡 为 刀 到 五 上 的 共 形 自 同 构 , 虽 一 多。 a MBA Cy, =C; Co BR Cs 一 
C C =C, Cri MRE AAAS HARA BAC, AAS 
县 仅 当 Cs 有 界 ,选取 自 同 构 %, 使 得 (0) =0, BBA (0) =0, 
Littlewood 从 属 原理 可 知 Cs 有 界 , 从 而 可 知 Cn 也 有 界 . 于 是 ， 
我 们 常 将 复合 算 子 的 有 界 性 问题 分 为 两 步 : 证 明 从 0) 二 0 时 Cr* 有 
界 和 证 明 对 DAD EKHE ARB YC, 是 有 界 的 . 


4.2.1 加 标准 权 Bergman 空间 43(D) 上 复合 算 子 的 有 界 性 


先 证 明 一 个 较为 一 般 的 有 和 异性 定理 . 
定理 4.2.1 对 0<p<eo, 设 4 为 [0,1] 上 的 有 限 正 测度 ,了 
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是 DD 上 满足 下 述 条 件 的 解析 函数 组 成 的 函数 空间 ， 
LEi = [ [Pisce |? daur) L+ co, 


如 果 ¢:D-+D 解析 且 0) 二 0, 则 C EYERE i Cy I =1. 
HER 因为 1Fj 是 次 调和 函数 ,由 Littlewood 从 属 原 理 可 知 
对 任意 0<r<1， 


mad | 2r ; 
f \F(plre*)) |? ee < f If Cre)” a, 
因而 

1 fax P dé 
NF = [| reren Bayer) 


< [Pree ao = Ir, 


BD IC, il <1. 另 一 方面 ,常数 函数 CY, BCA =1. KATA IC, | 
=1. EH. | 

由 此 定理 可 知 , 当 p: D>D 解析 且 V0)=0 时 ,C 为 Hardy 空 
间 H? (D), Bergman 空间 A? 及 加 权 Bergman 空间 A? (D) 
(a 之 一 1) 上 的 有 界 算 子 ,也 为 一 般 的 如 快速 正则 权 的 Bergman 4 
间 Ac*(D) 上 的 有 界 算 子 .但 在 Dirichlet 空间 D, 上 ,并 不 是 所 有 复 
合算 子 都 是 有 界 的 . 事实 上 ,f(z)=z 在 Dirichlet 空间 中 ,如 果 C 
AF Rl Cz) = 92) E Dy, HF KO) =0 Hf, 

IC = Wella, = f taaa, 

即 为 9 的 像 计 及 重 数 的 面积 ,容易 构 着 p D> D. HERE po =0, 但 
på De WI D, 上 的 复合 算 子 未 必 都 是 有 界 的 . 

下 面 考虑 在 自 同 构 变 换 下 空间 的 不 变性 ， 

定理 4.2.2 设 " 为 [0,I 上 上 的 正 函 数 , 且 使 得 | oa 一 
Jz dA < co ,使 得 对 任意 q > 1, 存 在 常数 上 = hg), 满足 

U <= ko(t), 24s < qt 时 . 

对 l<p<co, AG Y BD ERETIERS S A 

BLAS Bae Banach 空间 ; 


-220+ 


Nf? = BOURNE — |z|2}dAG@) <+ co， 
如 果 乡 为 万 的 自 同 构 , 那 么 C, 是 Y 上 的 有 界 算 子 . 
WBA hkY ADH AMA. 
_,2z+a 
$2) = Aaa 
其 中 |4|==1, jall 因为 在 a 点 的 计 值 泛 函 是 连续 的 , 故 存在 常 
WE ko EBI OODI || Ff (| *. FÆ 


| I, IE e py æ Pod — |z|2)dACz) 


=Í, LF gD) [P| Pe — zld | dA) 


< max |g" (æ) |? ef [fF UEDA 一 |z|?)|¢ (2) PdA. 


由 于 
| _ 1-lea}? -1+ lel 
WOT TFSI al 
且 当 |z| 志 1 时 ， 
> 1 一 1— lal, 


RH eH, S w= (2), Aw 
dA(w) = |# (z) |dAG), 


且 y(D)=D, 故 有 
[raea — Jz|) | @) AAG) 


= | If ce) [Yor — gw) [Dd AGW). 


FY gw) =A(ew— da) / C — Jaw), Bay 
1— |g)? _ 1~ Jal? 1+ lal 
1— [w|? |1 — w|? “1— fal’ 
Eda Ign OSa lwl P g= A+ lald 
dA- laD. HERTA eC — [ow |? Sev — |w |?) LA 
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[ [Pw ffod1 — Ig '€w) [7d A(w) 


<a] Pw) Pod 一 |w|*)dAtw), 
FRA 
feel? = |FCpcoy |? + [lv o $)'(z) Pud — |z[?)dACz) 


<I fr + eH" rele 
X 01 一 |z|2)d4(o) 
<(e + Ha yr 


1 — laal 

证 毕 . 

在 定理 中 取 加 一 2 一 go 人 (一 80), 刚 当 s<or 时 ， 

vls) S ge = gule), 

所 以 ,在 经 典 的 Hardy 空间 H*(D),Dirichlet 空间 Do( 取 8=0) 和 
WAX Bergman 空间 AC hp=a 十 2) 中 ,符号 为 自 同 构 的 复合 算 子 
都 是 有 界 的 ， 

由 上 两 定理 即 可 知 , 在 HCD) AD) (a>—1) Ey DBD 
中 的 解析 函数 诱导 的 复合 算 子 C 都 是 有 界 的 . 

E KO) =0,9:D>D 解析 , 则 Cs 在 A2(D) 上 的 有 界 性 由 引 理 
4. 1.5 和 推论 4.1.5 立即 可 得 ,由 推论 4. 1.5 知 , 对 任意 FE 
A(D), 


Hef 2 IO] + ela + Df ie (z) [Ngap CWAC). 
由 引 理 -4. 1. 5 知 
1 +2 
N parlw) < (log 证 | ’ 
于 是 由 定理 4. 1.5 得 
CAFES [FCO |? + cla + Dj If) |? 


1 at+2 
log A dA 


< OP + SBT pw) 
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x (— 2log |z|) dACz) 
< |F +e + DEIO IN] 
<C\l fille. 

HEC 为 正常 数 , 即 C, AR. 
对 于 一 般 的 加 权 Hardy 空间 HCA) ,解析 函数 9: D>D(p(0) 
-=-0) 导 出 的 复合 算 子 未 必 是 有 界 的 ,从 定理 4. 2. 1 可知 Cs 在 
H*(B) 上 有 界 当 且 仅 当 B( 旋 为 矩 量 序列 ,而 且 Co 在 H*(P) 上 的 有 
界 性 与 权 序 列 PYAR. 

定理 4.2.3 RAB (8) BIR Hardy 空间 , H Xt 
j=051,2. 

AG+D . BG + 1) 
AG Z7 BG) , 

如 果 (0) =0 HC, HE H(A LARC, HR) LAR, E 
Il Colt a> I Ce Il a 

此 定理 的 证 明 参 见 [Co90]， 

mid Wh) =A? CD). Bl A=, AAE C 在 HCD) 
上 有 界 , 故 由 定理 4. 2.3 立即 可 得 如 下 推论 . 

推论 4.2.1 如 果 H(A) IMAL Hardy 空间 ,其 权 序 列 满足 ， 
ROSA SRDS, A p=, C £ WO LAR, A 
IC, | =1. . 

在 上 述 推论 中 , 权 序 列 的 单调 性 是 很 重要 的 ,下面 例子 说 明了 

例 4.2.1 i 800)=80)=1,0# 80 一 1) 已 确定 ,县 了 满 
足 ot jot! i aC) =BG—-1)/2,R 8G 一 1) 已 确定 且 有 某 
整数 ,使 得 DY jo? ME BC) = M2 BG-1) ,容易 验证 
对 一 切 正 整数 ADEL MME BR &.BOQ*)= 1,802" Y= 
2-4. 以 此 序列 为 权 的 加 权 Hardy 空间 HC 有 ) 并 不 是 完全 病态 的 . 
PU z 的 敢 法 算 子 M, BARC ef ll<v2 1571), 且 为 有 下 
REI Siv2 1 但 是 由 wx) 一 2 导出 的 复合 算 子 Cr 
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E(B) ERIN. BW C=, WBE | Ce") |] 一 
OW = 148 | | =2-", Bae IC, ees i C BER 


lz 


的 . 
4.2.2 加 快速 权 Bergman 空间 4c:(D) 上 的 有 界 性 


对 于 加 快速 正则 权 的 Bergman 空间 Ac? CD), HEM 4. 2, 1 
知 ,如 果 CO) =0, N C 在 At DEAR R IC | 二 1, 但 是 当 
KOZT, W Cy 未 必 都 是 Ac*(D) 上 的 有 界 算 子 ,即使 8g 是 轧 上 
的 自 同 构 ( 除 施 转 变换 外 ), 也 可 导出 Ao*(D) 上 的 无 界 算 子 . 

引 理 4.2.1 2G 为 快速 正则 的 ,那么 ADEFE, 
FP BUPA BG) RE MER a>0,lim, .np(n) =0. 

此 引 理 的 证 明 留 作为 习题 . 

定理 4.2.4 设 HiC8) 为 加 权 Hardy 空间 ,其 权 序 列 满足 条 
件 ， NEE a>0, 

limn"B(n) =0, 

ME p: DD WR AERA CE aD 处 有 iP CO(<1, M C, KB 
HCA EWA RES. 

证 明 ， 我 们 首先 利用 关于 p(n) 的 假设 得 到 关于 HC8) 的 核 
函数 K. 的 范 数 的 一 个 下 界 估计 . 对 we D EORR SH 


— 1 
K,(2) = rp 
之 Pa) 


于 是 
2 一 Jej” 
IK = Š fale 
考虑 加 权 Bergman 空间 AZ (D), 其 中 
W(r) = Mer D logr}" (a>0), 


以 Ks 表示 Aly (D) BY BR, WE 
IK? = Se +p lwla, 
N= 
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CEDES- |w) ta EREE Om <M <tc, i 
BU ER wE Dim< || Kà N02 lwe LM) AHE, 
由 定理 的 条 件 可 知 tn 十 1)**18Cn)? 是 有 界 的 ,因而 存在 正常 数 
C<, BM wED, 


aap ~ IIE <CU KSI. (x) 


BB cea ble (Ol<1. MRC FM HMLAFR. i 
lC, =M, 


M> | Ci Ku I -一 II Ky | = 1 K iai | 
Z | Kell | K» || kK AO * 


HF 1g! (0) {<1, H Julia-Carathéodory 定理 ,存在 5<1 和 no 所 1， 
(#24 rier. I |prt) |<¢0—r). 

iB g(t)= || ka It LF | ee BL =| ee TT kg 为 减 
函数 ,于 是 当 rer 时， 

i gôd —7r)) Mga r) 
或 对 一 切 tE =l ros 
g(ét) = Mga). 
由 归纳 法 可 知 glt LM" git). EF O< se, MRK n, HF OTe, 
Kss" KM 
gts) L gH) <M" g(t,). 

AW0<M< +00, 81, RAE 4 之 0, 使 得 M= TEM 
Lto, 


A 
g(s) LEME) < Meg)| 4 
或 
I K Il <= C/s) (s Sty)s 
FEC = Mgl). EMT IA wC|wl 1-10) ,有 
1 A ， 1 A 
IK. <e| a] IKI <c] |. 


1— lwl 
对 C' 作 适当 的 放大 ,可 使 上 式 对 DEH w 成立, 若 取 a 使 得 
a+2>2A, 这 与 (* ) 式 矛盾 , 这 矛盾 说 明 Co WA) EDA. iE 
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毕 . 
为 研究 Cs 在 4c:(CD) 上 的 有 界 性 ,在 正 实 轴 上 定义 五 为 

. FC— logr) = Hr) 
HWE E(t) =F (2) i 
引 理 4.2.2 对 于 O61 /2, EC) He Pa AlimE U) =0, 


证 明 ANAGRAM RR. KA 
Hr) = ff ceodadz 
< | a — near 
= 0 -D| Garde — Ho). 
于 是 


FC log) = Hr) <15*['Gte)de, 
所 以 lmmE(z) =o. 
由 于 E D= UF @)— F(t) 1/2, BiE# (0.1/2) E E@ ig 
PAK» HEAR 1/2, FOLE 0). BW FW) =H ek 
FG) = < Gaz, 


1—e tp 
f Cda. 


因为 当 0<t<172 hte, A EOF (2). 证 毕 ， 
为 寻求 在 HP EMRSRT AROSE, RIESE LP 
引 理 及 一 些 术 语 . 记 
由 Julia 引 理 可 知 0< Ag) <+-00, Ra 
Mr) = max | gre”) | (O<r<1), 


Fa) < 


显然 有 
p pl Mir) 
P) = lim inf o A. 
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事实 上 有 葛 为 深刻 的 结论 : 
引 理 4.2.3 


1 
log 775 
lim 1 EO „lim Mtr) 


rm] row] 


log + 


都 存在 且 等 于 BO). 
证 明 如果 极限 之 一 存在 , 则 两 者 都 存在 且 相 等 . 如 果 AD 
么 其 径 向 极限 KORE, |MOl=1 HA 
Ip DI = im | < = | 


> lim sup 1— eS) FT | DI 
r=] — 


> lim a sup 1 7 Me 
> lim inf +> MO = ao. 
$F LE aD RT MINE 
B®) = = lim a sup 1 1 一 ZM = lim inf La Meo = PY)» 
RA 
= MC) log T 
B®) = lim 4 T? = lim 二 
r+ ml lo i 
g 
证 毕 . 


引 理 4. 2.4 设 0<r<1,p 非 常数 ,那么 存在 C>0, 使 得 对 
于 加 委 5<z 反 1， 
Mir) — MG) > Cir — s), 
TA wR 59 一 ce, 则 可 取 ro iB C= A) /2. 
证 明 ”因为 为 非常 数 函 数 , 故 MODP HBR. 不妨 设 
ll 9 上 -一 1 假设 0 和 Pr<ross<r<1 由 Hadamard 三 圆 定理 
“227 + 


logr logs — loga, 
logM (s) < ea logM (p,) 十 jogr 一 or Togr, logah (rd, 


将 Pore Za HEA ce AY» TW FAR AR RRO A BE Bs 的 函 

. 数 , 记 之 为 FCs) BR Fs) BP A, Ht <<, 

££.) Shs), 

BH z, SONEK, 其 图 像 在 s=r 处 与 F, 的 图 像 相 切 . 于 是 
logM (s) & f(s) SLs) = logM(r) + Art 一 r), 

从 而 有 


fir ~ 8) <f -d 
M 


1 
os Map MO — MG). 
易 知 一 


pro = Md = an 
HY roSr<) 时 , 记 () 显 然 有 非 零下 界 ,于 是 存在 C>>0, 使 得 
MO) —-M() 2CG—s) G asra). 
WMR E<, ASHE 3. 2. 3, 可 取 oy EE 


loge ) > Saw. 


因为 BC gp) 之 o0, 当 ?> 时 Mr)>1 » WX AY A rolo r<] ;使 得 
Mr. > 3/4 A ror) 时 ,六 0)? ABD ,于 是 得 


<M) 一 MG) > TM) — MG)) 


> HG) 
f(r Cs) > OG — s), 
证 毕 ， 
引 理 4.2.5 设 


Gz!) 
lira SUP Belge < ~ 


则 存在 C>0 及 rot0< 之 ro 之 1) ,使 得 当 ro |z [<1 H Toes | plz) | 
<1By, 
E| loe yay) SCE log Ta) 
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而 且 , 如 果 E<, WFE PCr) ,使 得 只 要 取 mm 之 mm ,上 
述 不 等 式 中 的 常数 C 可 取 为 


8 GC|z|) 
© = FD, GHD 
证 明 WRES +H, HRE 4. 2. 3, 对 靠近 于 1 的 > 和 
lz| =r, BRA 
be < los WG < < bog sy: 
因为 在 (0,1/2) 上 E(t) J H oh. 4 ele) | > 1/ Ye 时 , 取 


C=1, BSS] Bag sr. 
WMR A@)<+00, S| 4. 2.4 可 取 ps, 使 得 


Mr) — MG) > EP — s5) MSs aral). 
利用 引 理 4. 2. 3, 可 取 po FAm 1， es Pri 时 ， 
log 55-5 ok < 2A(p)log + = 


考虑 CM(po) ,1) 上 由 sD) MM (5) 定 义 的 测度 vw， 
BM v([s.t))S2Ce—5)/B (9), 克 vv 是 绝对 连续 的 ,其 Radon- 
Nikodym 导数 在 CM (p,) ,1) 上 一 致 地 有 
do 2. 
dz ~ Bipy 
BL) = | ce?dz, 回 定 ro(Pn Ko <1), iE 
Glz) 
,EN Capao? 
那么 当 mm 委 r<1 GOR) <aG(M(r)) i 


a= 


Li) <a 'G(M(s) ds 


1 
一 4 ue CCz) 和 dz 


< a FL MC)) (ro sr < 1). 
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同 理 可 得 | H) -foe 重复 上 述 论证 ] 


HIS HAM, nara 


ae oF 
”因此 ,我 们 有 
El log :j= A) < oo BMD) 
log 工 > P log G 
= Fray og | in<r<. 
ACY) Mtr) 


由 引 理 4. 2. 2, 只 要 取 P21/Y Ye , 即 可 知 引 理 的 后 -结论 成 立 ， 
证 毕 , . 
定理 4.2.5 如 果 G 为 非 增 的 权 函 数 ， A 
lim sup GED < 
W Ce 为 4c:CD)? 上 的 有 界 算 子 . 
证 明 ”由 于 加 权 Bergman 空间 可 看 作为 加 权 Dirichlet 空间 ， 
我 们 在 Ac: (CD) 上 采用 其 等 价 范 数 


| fl? = F + | WPH dA), 
于 是 7 
I feel 2=[Fc@co) [2+ | LP Cele) |? |e! Ge) [Cz dA) 


BATA RHA RHE, | £6900) |< Keo Ill f || , 故 只 要 证 明 
第 二 项 有 界 , 设 C 和 x 如 同 引 理 4. 2.5, HW R= ler lzl<1}, 
根据 引 理 4 1. 2, 存 在 常数 C ,使 得 


RECON Elg io PARC z| dA) 


<0) IPD PHA DAAE. 
由 定理 2.4.40 RAH) AWOR 
W (2) = ROH) = XE 
其 中 te 为 尺 的 特征 函数 ,于 是 
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oe qag) os ToT" 


| Lf EN 9 (2) PHC z) dA) 


= | 7 cw) (Dec) ow tat 8 eet | 
» dACw) 
~ Lons t fone 一 工 十 工 
显然 ,由 引 理 3. 3.4, 存 在 常数 Cu( 仅 与 7o GAR), 
I < | Sap |F Cw) | | EDA) 


Co ly WPA DA. 


因为 pe 换 (D) ,上 面 的 积分 有 限 ， 
下 面 佑 计 1 ,因为 Kz; (w) =w, hal E 3.2.5 Me w Al 
zw) 在 R 中 , 则 


1 a 
sl foe Tmt] < calioe Gel) 


由 此 及 Littlewood 不 等 式 ， 
7 1 1 — HOw 
2log Te ay] S| w— Ho) | 


即 有 
1 — KD 
1 < cf I7 Go) | E| log Te] #8 1 OW Aw). 
由 L’ Hospital 法 则 可 知 
1 1— Dw 
8 lw — pO) _ 1+ 10) | 
1 1 — [KO 


lim sup 
. lIwl—1 


log Tol 


故 有 0<r<1, 使 得 当 r 委 jw <l 时 ， 


1— K0)w 1+ IKO log 1 
log | = 90) |< 2 1— KoE Te 


对 此 ,由 引 理 3. 3.4, 有 常数 Cs 
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2 1 1 — Ow 
J F w] E| log Fat) oe | 5 |aacew) 


s 2 H(wl|) 1— PO)w 
<| sup Lf" Cw) | h: Eog | 1 =O |aacw) 
Æ Tw] 
aC | fl’, 
因为 此 积分 是 有 限 的 ,而 在 D\yD 上 的 积分 
fie plf (eo) [28 Jog 证 | fos | += 


— £0) 
1 0 
<e EO | P eo) PH Clee) dA) SOSH 


综合 上 述 即 知 ,存在 M>>0, 使 得 
ACA MIS |, 
Bi C, Æ AUD LAR ER. 
. 在 一 般 的 4 个 (D) 中 上 述 定 理 的 道 定理 未 必 成 立 , 但 对 ~- -类 相 
L IRG, WERTH. 
定理 4.2.6 设 G 为 非 增 权 函 数 , 且 有 


PO rw 


| dA Cw) 


_ 。 Gir) _ 

lim inf gH 一 ~ 
则 

. Kw 

lim sup “TK. = 


证 明 如果 对 一 切 FE aD, p | >1, MAUS BE 1 的 
nM), 因为 G 是 非 增 的 * 故 有 


. Cir) 
lim sup SM Gy S 1， 
故 必 有 So € AD. ER p O <1 A Julia 引 理 , 对 0<r<1， 
l Mir) > |@rf.)| r. (1) 
记 


Ku)? 
= lim sup -Tk fa’ 


Ë 吾 为 有 限 值 , 则 有 Aal ,使 得 当 n&r] 时 ， 


= 232， 


取 A 汪 >28, 由 定理 的 条 件 可 取 m:<1 ,使 得 当 <r <1 时 ， 
G(r) 
| G(M(r)) = A. 
记 ro=max{r ofa}. 
BHAr)= |K, |’GO) AABSRH ole) =z 不 能 诱导 出 
Hilbert-Schmidt 算 子 (见习 题 ), 故 
f KG zdA) = 00, 


B rT ABRAM. BAH rare, 


A> 2B Kull? AMG) GO AMO) 


IK. se) GMO) aay A 
因此 对 rore, 
. KME 
D <1. (2) 


另 一 方面 ,对 N>suplh(r) 0<r<M (ro) } BE n =inl (tA) 
2N}, BZ AQO=N, AMY s<t ADIN r REMC’) 
=t h i HEXA r >r BORA Mr’ <M"), mr’ = 
M(r* ) FBZ, 

ACM (Gr")) _ 
Rr") 
这 与 (2) 式 矛盾 , er’ <M Cr") IBA, BEACON, 
TW ACM) =A =N, AMA 
ACM (r* )) 
hr") 
XS (2a. 因此 B=, EH, 
由 此 定理 立即 可 得 一 个 几乎 为 定理 4. 2. 5 的 逆 定 理 的 推论 ， 
推论 4.2.2 WRG 为 非 增 的 权 函 数 , 且 


1. 


> 1. 


oe G(r) oo 
lim inf riger T 


NI C, Æ APD EZR. 
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证 明 因为 存在 {x.}CD,r,= |z,| ,使 得 
lim inf z Gir) 
GMG 


Rw. AEB lw, | =reo A ple) | =M GO) BBA 
ICi KN: Kx I? 


C, |? = = 
el TR Tx 
II Kucera Il? I] Kun |}? 
= Tepe Zimi f Moi, 
[R 7 A KT? 


由 定理 4. 2. 6 BIT C, 在 4c:(D) 上 无 界 , 证 毕 ， 

定理 4. 2.6 给 出 了 一 个 权 函 数 GCr) 和 Ac? 的 再 生 核 之 间 的 
关系 ,虽然 对 标准 权 G(r) = A-r)" 的 加 权 Bergman 空间 ACD) 
是 显然 成 立 的 (从 而 可 知 当 9(0) 一 0 时 ,Ce 为 人 (DY) 上 的 有 界 算 
子 ), 但 对 一 般 的 权 函 数 Gtr) ,这 种 关系 并 不 明显 ， 

定理 4. 2.5 及 推论 4, 2. 2 可 直接 用 来 判别 Cs 的 有 界 性 、 

例 4.2.1 设 A>0,B 之 0， 

l~r’ 


ORTO aS 2)’, 
其 中 Qt ,1<7<2,9(z) 理 解 为 取 等 函数 的 主 值 ,直接 计算 
可 知 @ (DCD, AB C=1 外 对 任意 5E aD, lim... |@CO|=1. 易 
A) =1,¢' 1) =1, A4 CAL BY, lp | = 001 C=C, FE 
Ag? (D) LAF. 

事实 上 ,对 * 一 r(0<<r<1)， 

dee = feo exp{ A aaa aD | 
由 于 lim(1 一 ør) Arn =p' S=, A KYK, 


G(r) = (1 一 ~)aexp 


、 gr) 一 n—ril-r 
imapa- pg ai 
由 推论 4. 2. 2 BAG, 在 APCD) EK. 
4.2.2 BGO) MAP 4.2.1, 2H 
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2) 一 z 十 二 (一 9 一半 十 证 
Bing DCD. pD=e-D=1./ (=1,J (一 1) 一 一 1, 且 当 
LEID tA+1 HM, y Cf) | =o, RTF EM 4. 2.5 证明 Cr 在 
A DESER. 


因为 
G(lz|) 1 工 一 |z| lyol 一 > 
Gp) \1— el onl ad a- Da wh}? 
(8224 {zl AY, 


lœ — lzl lewt — leE 
G— led EOD a [zeNa— eD 


直接 计算 可 知 上 式 由 (1 一 ya- wo 1) 所 控制 ,而 


lim sup — Iz! 


[k11 r- -æl Fg =l, 
因此 
im sp YE < ~ 

由 定理 4. 2.5 知 C 为 AMD) LARS. 

对 于 例 中 的 指数 型 权 函 数 G(r), 由 于 对 其 相应 的 加 权 
Bergman 空间 Ac’ (D) 的 核 函数 有 较 好 的 估计 ,我 们 可 给 出 Ce 有 
界 的 充 要 条 件 ， 

引 理 4.2.6 对 B 之 0;,4>0, 设 


G(r)= (1C— msexp| A 


1 ] exp| A | 
1— |w| Plt jol 


定理 4.2.7 设 G0) 如 同 引 理 4.2.6, 则 Cy 在 As*(D) 上 有 界 
当 且 仅 当 


则 有 . 
i Ky ll ?~ 


Gz) 
l lim sup Step <> 
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证 明 ”充分 粕 由 定理 4 2. 5 即 知 , 故 只 要 证 必 训 性， 
若 存 在 {z,}CD, 使 得 
GC{z,|) 
ao GE Gz) ) 
那么 有 
G(r,) 
wee GCM (r,)) 一 2， 
K+ r= |l. RK wE Ds (843 |w, | =r, Al lw.) |\=M(r,), BBS, 
由 引 理 4. 2. 6 可 得 


lc la CZK, |? 
” KAT? . 
_ I Kyu I 2 ~ | 1—r, 3 Gir) 
IK, 让 1 一 Mr)) GMY 


由 于 当 充分 大 时 (1 一 x,)/(Q1 一 My,)) 之 1, 故 可 知 Cy FE AF (D) 
十 无界. 从 而 可 知 如 果 Cy 在 4hcsCD) 上 有 界 , 则 必 有 


. GClz]) 
lim SUP Gracey J) < cc- 


证 毕 . 
4.2.3， 小 加 权 空 间 上 的 有 界 性 


对 于 小 加 权 Hardy 空间 HA ,其 中 的 任 一 元 案 都 是 DD 上 的 
ARRA. H*CB8) 可 能 “很 小 ”, 使 得 符号 为 共 形 自 同 构 的 复合 
算 子 也 可 能 是 无 界 的 ;而 1 ell ..=1 Ad ap AIRETA 
F pC, 可 能 是 HC(8) 上 的 紧 算 子 . 

我 们 仅 对 权 序 列 为 BG) = t-1 1 /2<4< 1 ) 的 边界 正则 空 
间 要 :(86) 上 的 复合 算 子 有 界 性 作 些 讨论 . 这 类 空间 暂且 以 HIC8) 
表示 , 注意 到 HOH a=1— 2A 的 加 权 Dirichlet 空间 五 (一 1 
<a<0)， 

定理 4. 2.8 MECH AMA O/2<A<1) LM BREF, 
A pE aD PAY ERE | pL) | 一 1 的 点 “处 有 有 限 角 导 数 ， 
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证 明 首先 证 明 如 果 | ol ==1; 则 g 必 在 3D 的 某 点 处 有 有 
限 角 导数 . 事实 上 , 取 7y 使 得 1/2<y< 1, 如果? 在 把 的 任 -- 点 处 
不 存在 有 限 角 导数 , 则 C。 在 五 :8) 上 为 紧 算 子 AT | ell 2<1. 

# 6D |=1,8% 6) = (十 z)/2, 因 为 Hx (AY) 一 万 -2 一 万 。 
(一 1 之 a 过 0), 易 知 Cs E AY (ALAR. KC, s=CC, 也 是 有 界 
的 . 因为 8p。 几 |-。= 二 1, 故 由 第 一 段 的 证 明 可 知 %。 纱 在 3D 的 某 
虚 处 有 有 限 角 导数 ,由 gkz) 的 定义 可 知 , 仅 有 可 能 的 点 为 ,因而 
(pe pEi 必 有 有 限 径 向 极限 , 但 是 , (p> pCO = p YOO) 
/2, 因 此 p E t 有 有 限 径 向 极限 ,从 而 pg 在 $ 有 有 限 角 导数 ,证 毕 . 

推论 4.2.3 如 果 Cs 是 加 权 Dirichlet 空间 D.( 一 1<a<0) 上 
HERAT W pD PERERA PO = 的 点 上 有 有 限 有 导 
数 . 


.$4.3 加 权 Hardy 空间 上 复合 算 子 的 紧 性 


在 Hardy 空间 五 :(DD) 中 ,我 们 考 虚 了 复合 算 子 Cs 的 紧 性 与 9 
的 角 导 数 , 不 动 点 之 间 的 关系 ,并 利用 yp 的 角 导 数 、Nevanlinna 计 
KH EUR Carleson 测度 等 给 出 了 紧 复 合算 子 的 一 些 特征 性 质 , 
对 于 加 权 Hardy 空间 HC8), 由 于 所 加 权 的 性 质 有 很 大 的 变化 ， 
同一 个 函数 gp 在 加 不 同 权 的 加 权 Hardy 空间 H?(B) 中 的 有 和 界 性 和 
紧 性 都 有 很 大 的 差异 . 特别 是 在 小 加 权 Hardy 空间 和 加 快速 权 的 
空间 Ac:(D) 中 ,有 着 非常 大 的 差异 . 在 加 快速 权 的 Hardy 空间 中 ， 
大 量 的 复合 算 子 都 是 紧 算 子 , 其 条 件 不 像 在 加 标准 权 Hardy 空间 
时 那么 苛刻 , 例如 函数 Az) = 2" (n 一 1,2,3,…) 都 可 导出 加 快速 权 
的 空间 Ac*(D) 上 的 紧 算 子 , 故 对 加 权 Hardy 空间 中 复合 算 子 的 紧 
性 的 研究 不 是 第 二 章 中 关于 HCD) 上 的 复合 算 子 的 紧 性 研究 的 
简单 推广 . 


4.3.1 本 性 范 数 与 紧 性 
算 子 的 本 性 范 数 是 该 算 子 到 全 体 紧 算 子 集合 在 算 子 范 数 意义 
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下 的 距离 . 算 子 的 本 性 范 数 为 0 当 且 仅 当 该 算 子 为 紧 算 子 . 故 本 性 
范 数 的 研究 对 揭示 算 子 的 紧 性 有 着 同样 重要 的 意义 . 
定理 4. 3. 1 设 环 (8) 为 加 权 Hardy 空间 ,其 权 序列 满足 
Don Bin)? = 十 co. 设 天 。 为 在 也 处 计 信 的 核 函 数 , 则 
l C, Ie > lim n sup eel 
证 明 iw} CD Aleli Geo, 记 
. Ky. 
% = TE T 
由 定理 4. 1.4 知 , 当 jco 时 ,名 BIRR 0, A H(A) EK 
RAF MW Q (2,)+0(j+0o) AW IC, || =inf{ || C,-2 || :Q 为 
紧 算 子 } ,而 对 紧 算 子 Q@ 有 
IC, — Ql > lim sup || (C, — Oh = lim sup || Cp &; || 
= Tim sup Ke 
?SP TKD” 
由 此 即 得 定理 的 结论 ,证 毕 , 
由 于 EP CD) ACD) St FALE A BG) =1 和 BG) 
= (a1) CF aR RE ERE 4. 3. 1 的 条 件 . 
推论 4.3.1 MRC, HDR AMD) EM ERT pte 
aD 上 无 有 限 角 导数 . 
TER 只 要 在 p= 情形 证 明 . 由 定理 4. 3.1, 及 HDM 
A CDI HIH AR ER N a 
0 = IC, ll. > lim sup rod 
当 考 虑 EP CD) BY ,0= 1, 2428 A (D)H ,g=2+e, 由 此 即 可 知 +P 
在 3D 上 不 存在 有 限 角 导数 ,证 毕 ， 
下 面 我 们 要 寻求 IC, 6 ER. Wi KR, BCH) 到 


2H2(B) 上 的 正 交 投影 ,Q. 一 了 一 RR,， 即 如 果 f(z) = law E 
HB), & l 
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Rf) æ) = Siaz, 


(Qf) (2) 一 Siar, 
kag 


我 们 需要 两 个 简单 的 估计 式 ， 
引 理 4.3.1 对 0<r<1,fEH?(86), 则 有 
D ela RAWIS IAI DOE eGo) 


(2) Hela I RA Gos Il FI 
其 中 Ack) = || || WACO. 
证 明 . 如果 K. 为 在 wED MAM, 
IRF = KRS Kol = |(f, BK)| 
< || fll RK li 


. < HIP 
即 得 (1) 式 . 而 由 定理 4.1. 3 知 ， 


[RA w) = [ep ake) |= ect) 


< sil lx.) | 


< fil [Sher ec 


= B® BR), 


i Le 
. 


这 是 因为 
d) vw Sy we 
KR. (2) = Joie) 一 ial 2. Bo = 2 Ba” 
从 而 o 


d a, ew 
R, jgk = >, BO 
证 毕 . 


引 理 4.3.2 MRC, HA LAF I 
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Cy le = lim | CAR, | 
证 明 首先 注意 到 ‖ CrR, I 是 非 负 的 不 增 数列 ,因而 
lim || CR, | 存在; RQ) F=f, E Q 为 有 限 秩 算 子 , 故 为 
RIT HOHER n 
lo IGR + CA ,< ICR < ICR, |, 


因此 
Cy lle < lim || CR, | . 
AFG RV 为 Hi(8) 上 的 任意 的 紧 算 子 ,那么 有 
| Cr 一 了 | > il C OR, | = | CR,— VR, | 
| 2 CR It 一 IVR, I. 
BR | VR. il = 1 RD" = RV" 人 ,因为 V' 为 紧 算 子 , 故 


HB) 中 的 单位 球 在 V' 下 的 像 是 相对 紧 的 . 又 因 上 RR 二 1 8 
RV" WE 0 RV" 在 五 :(8) 的 单位 球 上 -- 致 收 化 于 0， 
即 当 =>co 时 ,||YR, || ->0, 于 是 有 
I C, ll. > lim || CR, ||. 

证 毕 ， 

引 理 4. 3. 2 是 求 HY (8) 上 的 复合 算 子 Cy 的 本 性 范 数 II C, | 
上 上 界 的 出 发 点 , 由 此 引 理 可 知 

IC, ll = lim ( sup. ICRF I}. 
定理 4.3. 2 如 果 C, 为 Hi(8) 上 的 复合 算 子 ， 
HCl w D 
n= sup = = H |wi) , 
其 中 O0<r<1, {zj(w)) 为 方程 Az) =—w 的 根 ,并 计 及 重 数 , 则 存在 
正常 数 C, 使 得 
ICeli Cc lim7,, 
证 明 RSI <1. CRS It 与 下 式 等 价 
IRF pO + | IRF py’ OHG DAAG). 
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由 引 理 4. 3. 1 知 上 式 中 的 第 一 项 不 超过 
A 1 
>, zg KOl”, 
故 当 nokt, [Rf > po) |:->0, 由 面积 公式 ， 
f IRS 。 A'W PHz dA 


= | TRSY Cw) |? SHC D) dA). 
B FETI 
fER rE (0,1). 
=m F 2 . 
I Joona 十 Faal (RAD! Cw) | ( 2H fre) | J) dACw) 
=1+ 0. 
由 面积 公式 和 引 理 4. 3. 1， 
I< sup [RLY eo) | [ SH C2,¢w) |) | daw) 
wr jel 


AD) 


oo hz _ ; 
AD [le @ At 


<c D g] lel, 
He noo, ERE 0, 从 而 工 一 0. 由 于 
于 < foso! P ZH Aze] daca) 


DHU) 
2 {1 
< co Hw) H (w| dA lw) 


<7 |F Cw) PH (w | dA Cw) 
DvD 


O&O F S CY., 
于 是 对 任意 及 rE(0,1) 4 f | 过 1 有 
“SUP, Il CRF ||? 


~" 1 = Be 7 ， 
<È gaz KOI” + c| D Ba | igl? + Cr 
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令 arcc 即 有 
IC, ||? RACY. 
HF Y, 随 一 1 而 减 小 , 故 有 
IC, ||? < C lim7,. 
证 毕 . 
当 H*(B)=H*(D) ttt -H(r) = |log | ,C=1, H Littlewood H 
等 式 (定理 3.1. 6) 和 


1 
1 
y -au 2 OR |z; (w) | 一 g Nw) 
” plwc 1 1l ml<rlog l 
[w] fw] 
有 

| Gel < lim Ye? 

| lg S 

| ze | 


当 E(D = AZ D it, H (r) = | logr? |, 3} wE pD). i 
zlw) 表 示 集 {z;(w)} 中 模 最 小 的 点 ,选取 {zww,}CCD, 使 得 


AC |z,(w) |) 
li = li ll 
limy, = lim wD 


对 每 个 j， 
HCC) |) = 2° log aT 


Ho 1 
g EAC | 


+2 1 tH 1 
< 2 log Jel) | °g |e cwn) | , 
因而 
| a 1 oti 1 
aH law D <2 Io | zCre,) | 名 se jz, Cw.) | 
jel F 
1 a+] 
= 2°+?| log Teo | N,(w)» 
所 以 
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. H . 
2, (lz Cw) = legen N (w) 


i 
Hw | Tog lew, D 


了 
log Tow] 
由 Littlewood 不 等 式 ， 
1— HO Nw, 
Nw) S og | So ， 


再 由 L'Hospital 法 则 可 知 
NCW) elt 10) | 
og g 1— [KD 

而 当 n->oo 时 ,因为 当 |w,1 一 1 Bt, zC) {> 1 k 


(=) ~ 1— ewl) 


lim sup 


— log |w, |) 1— |w, | 

设 pw) =lim 1. 1 — [902 9/a—[z1) WA 
. 1— elw) | a+] 1 a+] 
PTS Tel | < | BW! * 


于 是 有 


etl 
多 


: LEOL L 
lol:<co HHO 1 


由 此 即 可 得 到 4.:(D) 上 C, 为 紧 算 子 的 角 导 数 特征 . 

定理 4.3.3 在 4-:(D) 上 C， 为 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 "在 aD 
上 不 存在 有 限 和 角 导 数 . 

证 明 由 推论 4. 3.1 即 得 必要 性 , 故 只 要 证 明 充分 性 : 若 9 在 
aD 上 不 存在 有 限 角 导 数 , 则 Bg)= 十 0, 于 是 由 上 面 的 论证 可 
知 , AC(D) 上 的 本 性 范 数 有 Co 上 .=0, 故 CG 为 42(D) 上 的 紧 算 子 . 
证 毕 . 

事实 上 ,上 定理 中 的 ALDH A?’ CD) (0< p<ico) ,结论 亦 
成 立 . 

车 记 


a 二 2 
Noto? 一 > | log Tent! 9 


rel 
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则 有 


H( |z; (w) 
2 czw D N gatal) 


BN ge nr) | 
Hw) (10 ml 
E Tew] 
故 有 
| Cl. < Clim sup Tree 
iwi [10g 747) 
[w] 


4.3.2 快速 权 Hardy 空间 上 的 紧 复 合算 子 


在 定理 4. 3. 1 中 ,我 们 已 知 ,在 任意 权 序列 满足 避 8(n)- 一 
co 的 加 权 Hardy 空间 五 ?2(8) 中 ,本 性 范 数 满足 


IC. = lim sup — A Kool 


EA 

由 此 可 得 到 C, 为 紧 算 子 的 必要 条 件 ， 

定理 4.3.4 A’ (ABE US Aa) = cop Hardy 
ZM p: DD 解析 ,如 果 Cs 7 APB) LAR ARE CE aD, eR 
ly O1<1, WC, SLAE C RERET. | 

证 明 假若 存在 5E aD HRP COIS d= lp (|. 
径 向 极限 gC) 的 模 为 1. 由 Julia 引 理 可 知 ,对 一 切 + 守 0,1 一 
Pr) IS AM lero) |r. HK. Ul 随 |z| 而 增加 , 故 


, K. | 
C ak I Art) > , 
I Col 2 lim sup -TR > 1 


证 毕 . 

从 上 述 定理 可 知 ,在 满足 条 件 忆 Bn) 一 oo 的 加 权 Hardy 空 
间 HCG) EC, 为 紧 算 子 的 必要 条 件 是 对 一 切 tE€ aD, oO | 
之 1 显然 ,对 于 加 快速 权 的 Bergman 空间 ,这 结论 成 立 , 自然 的 一 
个 问题 是 :如 果 对 一 切 上 EapD,|8 ()|>1.C, 是 否 必 为 紧 算 子 .我 
们 将 证 明 对 于 加 快速 权 的 Bergman 空间 A8(D) 上 的 复合 算 子 ,此 
和 问题 的 回答 是 肯定 的 . 
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在 给 出 主要 定理 前 , 先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 4. 3.3 设 9:D>D 解析 ,那么 存在 纪 € 3D, 使 得 
|p’ (fo) | = BCP). 

证 明 FRR, Mz — H Ce aD. lp OSR AN 


le (| = lim inf Liel, 


BATEE CE aD, EE p> 及 中 心 在 ARAA BO) ,使 得 


1 > BPD +O) (z€ BO ND). 


HERNE, EBOTE HARTE BC) BO), 
… BCL.) ,使 得 


ae ÚBE), 


故 存在 0Cr <1 EBr clec Use. 所 以 ,如 果 


e=mingjcn (OCC) WA 


IIIS pp) 46,» rn € le <1. 


于 是 有 
pp = lim inf LIES > eg H e, 


得 矛盾 . 这 就 证 明 引 理 成 立 ， 

在 定理 4. 3.2 中 ,我 们 已 证 明 ; 对 于 加 权 Hardy 空间 HOE 
的 复合 算 子 Cr 

I C ll. <C limy,, 

对 于 HCD) RAWAL Hardy 空间 ALC) AE RAN T AR 
的 上 界 估计 ， 现在 ,我 们 来 探讨 在 一 般 情形 的 上 界 估 计 式 . 

由 7; 的 定义 ;可取 {w,}CD, 使 得 lws1 一 1, 且 

SSAC lew.) | 
limy, = lim =a 

FEB (zw) A 2) —w,=0 的 零点 全 体 ,生计 及 重 数 , 记 zw) 
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为 {zx Cw) k= 1,250} a A, 显然 当 | rw | — 1 时 ， 
|z(ze,) | 一 1, 由 于 


Ellog + je =1+00), 0<r<1. 


由 引 理 4.2.2,E(2) 在 (0,1/2) 上 为 :的 增 函 数 ,因为 当 充分 大 
时 ,可 使 得 < 一 log|zCw) |<1/2, XA lelro) |< letwa) | He 


Hilaw) D LE 


lo Tete} 1 
E Tew) | E 总 Ce， 


rÍ og | Slo g 
limy, < lim = erm | (aema 
au. l l 
z| og [ww, | log Tw, | 


由 洛 必 塔 法 则 可 知 


于 是 


lo 1 — Ow POw . 
lim sup el wc | 1+ 1x0)| 
lma 1 Ti To 
log Tw] 
由 Littlewood 不 等 式 可 知 
1 1 一 pw 
p Dlog Ti log | 一 一 一 -一 一 
lim sup ist law] < lim sup w Tr 
— 1+ |¢0}| 
1 — lxo] 
因此 我 们 可 得 如 下 的 引 理 ; 


引 理 4. 3.4 存在 仅 与 G 有 关 的 正常 数 C, 使 得 对 AD E 
的 任意 有 界 复合 算 子 CA 


1 
log 一 一 一 -一 
els < et aol tem sup LEE EGT] 
EOI 
El log Tw | 


PE (we) CD 的 取 法 满足 前 述 要 求 
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下 面 的 定理 为 本 节 的 主要 结果 . 它 给 出 了 ACD FARAH 
子 为 紧 算 子 的 特征 ， 

定理 4.3.5 设 G HEMREN.¢:D—D 解析 ,那么 下 述 命 
题 等 价 ， 

(1) CA ADEKWAAT: 
(2) lim, cia 0; 

(3) HH CE aD, p >l, 

(4) KOL 

《5) 存在 rocl 及 A> AY mm 委 |z| 过 1 时 ， 

. lz] S |z 

证 明 (1) 二 (3) HEM 4. 3.4 H. 

C3) 过 (4) 由 引 理 4.3.3 立即 可 得 . 

《4) 二 (5) 设 有 人 >1 取 4 使 得 BOS A> 1, Hae 
4.2.3, 存在 0<r<1, 使 得 


log ice 
log 元 


= A, n&r, 


AERA pO ISl rll a. 
(5)=>(1) 设 (5) 成 立 , 则 有 
| MOLA mr), 
即 
los Mes 
Se SA, nr <i. 
log — 


由 引 理 4. 2. 10, 只 要 证 明 
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其 中 {zw.} 如 同 引 理 4. 3. 4 所 述 ， 


因为 
|r.) = [Kew | << Mlet), 
4 n 充分 大 时 ， 
1 1， 1 
ee Teln] S AE Ta 


由 EC) 的 单 增 人 性 可 知 , 当 充分 大 时 ， 
El log FE < E| 3l pi 
& 8=1/A<1, WA 
E| los Toe) < E| doe Tz] 
1 = 1 
Blog 27) E| log Targ) 


故 只 要 证 
, lim OA = 0. 
EMS EH AG WER, RE 
E(t) _ Hee*) £ _ 1 Hee~*) 
E@) ĝt He 8 He’ 
由 于 H'O 一 G(#) ,应 用 洛 必 塔 法 则 两 次 即 可 得 
lim ECO 一 im GO 一 88) 


1o E(t) mo GC — z)’ 
由 于 G 是 快速 正则 权 , 由 正则 性 的 定义 , 当 y 靠近 于 1 时 ,G(r)/ 
(41 一 7 是 减少 的 ,由 于 O<E<1,4 r= 1-2, Bey 充分 小 时 ， 
Ga 一己 < GU = &) 


t = Eo 
或 
GU — ét) 
o> GOU — t)’ 
由 于 0D<a<<coc 的 任意 性 , 故 可 知 
lim GO — ð) _ 


0 GO 一 t) T 0, 
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从 而 可 知 | Cy l= 0, 即 Co 为 4e*(CD) 上 的 紧 算 子 . 

>D HER 0 过 n 之 1 ,使 得 当 ro 所 7 过 1 MNS. S 
A=- W r= 0I 1-21) 1d. R =A, Fe 
fH OG 7600.1) EAB 


GUD o Gr) g GH eund 
GUe@) ECM CC CGI 一 分 
G — ĝt) 
< THUD 
由 前 面 所 证 知 


Ga- 
lim EGG 一 六 一 


故 (2) 成 立 . . 

(D>) 由 于 已 证 明 如 果 pO M C 是 紧 算 子 , 由 此 
可 证 明 下 面 的 定理 4. 3. 6. 由 定理 4. 3. 6, RTT LA ER> 
(1) ,证 毕 ， 

由 定理 4. 3,4 和 定理 4. 3.5 立即 可 得 推论 ， 

推论 4.3.2 GERERE, WF C 为 he:CD7 上 的 有 
界 算 子 但 不 是 肾 算 子 , 则 IC, i >L 

从 上 述 结果 ,我 们 可 看 到 , 当 从 标准 权 过 渡 到 快速 权时 ,有 办 
性 变 得 越 来 越 困 难 ,而 紧 性 则 越 来 越 容易 ,此 班 象 由 下 面 的 推论 充 
分 地 给 以 说 明 , 首先 注意 到 (由 定理 4 2. 5, 及 Schwarz 引 理 ) 当 
wxO0) 一 0 时 :Cr 在 APD EAR. 

推论 4.3.3 设 mD- 刀 解析 , 旦 多 0) 一 0,G 为 快速 正则 权 ， 
那么 C 或 是 Ac 上 的 紧 算 子 ,或 是 多 z) 一 czglcl 王 1 , 当 glz) =cz 
it .C, 为 西 算 子 ， 

证 明 车 Kz) 不 是 旋转 , 则 9 不 是 了 上 的 自 同 构 . 由 Schwarz 
引 理 及 定理 4.2.5 C,H, HY EaD, |p Ol 21. 若 有 
CE ad, we lg O l= 1, h Julia 引 理 可 知 对 一 切 r€ (0,1)， 
POl er ,由 (0) 二 0, 有 [gLz) |S] 2] BOR prt) | =r EAT 
ao hie. BFE. 于 是 对 一 切 fE€3D,19 《56) | 之 1, 由 定理 
4, 3. 5 即 知 ,C, 为 紧 算 子 . 证 毕 . 
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定理 4.3.6 HG 为 正则 快速 权 ,w: D>D Ri. A 


。 Gizi) 
lim sup eTa) D 


则 存在 常数 C>0( 仅 与 G 有 关 ) ,使 得 


re 1+ 190} |; GUD 
Coe Se oy] Him sup Gig" 


WA BC, 4c*(D) 上 有 界 ,rr(g) 之 1, 且 Cs 不 是 紧 算 子 ， 
故 不 可 能 有 BCP) > 1. BOE BCp) = 1, (ew, } SS] 4. 3.4, 由 
FH n—-ooltf, [z(w,)|>1, ASIF 4. 2.5 可 知 , 当 ?充分 大 时 ， 


E| loe Tall _ | CUED 


8 Sup Th 
z| log = r ktw CEG [D 


由 此 及 引 理 4. 3.4, 即 有 


2 1+ oni Glej) | 
i Cell? < 8C i [go | lim SUP OC g(x) |) ' 
mE. 


4.3.3 小 加 权 Hardy 空间 上 的 紧 复合 算 子 


在 加 快速 权 Hardy 空间 H*(8) 中 ,复合 算 子 很 容易 成 为 紧 算 
子 ( 由 定理 4. 3.5 知 ). 例如 ,很 简单 的 穆 函 数 pz) ==" (> DWE 
号 的 复合 算 子 即 为 紧 算 子 . 这 与 加 标准 权 的 Bergman 空间 APD) 
上 的 复合 算 子 的 紧 性 绝 然 不 同 , 在 通常 的 Bergman 空间 中 ,由 推 
论 4. 3.1 知 Cy 在 4.:(D) 上 为 紧 算 子 当 且 仅 当 9 无 有 限 角 导 数 , 在 
小 加 权 Hardy 空间 上 ,导出 紧 复 合算 子 的 有 更 苛刻 的 要 求 ,也 就 
是 说 ,在 小 加 权 Hardy 空间 上 的 紧 复 合算 子 相对 来 说 要 少 得 多 . 

引 理 4.3.5 ASR Bw)? <0, gD D RH 
且 4K0)==0, 如 果 Cy 为 HH'(8) 上 的 紧 算 子 , 则 上 @ | .一 0. 

证 明 首先 可 知 不 可 能 是 旋转 变换 ole) 二 Xe(14| 二 1), 因 
BY xz) 一 时 ,Cr* HTS. FC, 为 紧 算 子 的 假设 矛盾 ， 

” 考 虚 子 空间 
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<I oo, 


= {f € HB): JO) = 0}, 

这 是 HC8) 的 闭 子 空间 . Ay g=, H, E C TETEH. 
T=Cylu, UT AH, EW RAF. 如 果 1 尖 0 在 了 的 谱 集 中 , 则 1， 
必 为 了 的 特征 值 , 央 此 存在 FC HCP HO), EE TP =A BA=1, 
Whe 98 一声 从 有 了 。 甸 = 了 对 一 切 = 成 立 , 由 此 可 知 SER, 为 常 
RBM. Mi f=0, 787 aw AL. 由 Konigs 定理 (定理 2. 3. 9) 
得 em c p= Af 有 非 零 解 , 当 且 仅 当 =p (0) =I, 

+). HF 60)=0, 19 (00 |<. FH o(T)= {p (0) in =1, 

“}U{O}, 其 而 可 知 了 的 谱 半 径 PC(T7<1, 但 是 

P(T) = lim | T" | F, 
放 必 有 lim | T” | =0, 
lal=Ie@h=tTel<ir ld lel = | ado. 

由 于 在 A? Ay TE Alm... || l -=0. 
wE. . 

由 此 引 理 直接 可 得 到 下 述 有 点 出 乎 意料 的 定理 (与 42(D)， 
五 2(D) 不 同 , 与 加 快速 权 的 空间 42(D) 的 差异 更 为 突出 )， 

定理 4.3.7 设 瑟 (9 为 边界 正则 的 小 加 权 空 间 WA 
( >” poD-<ooj,yp:D 一 站 解析 且 w0) 一 0, 若 Co 为 再 08) 上 
HART. li ell -<1 

证 明 ”因为 H2(8) 是 边界 正则 的 ,p 必 可 连续 地 延 拓 到 D 上 . 
如 果 上 p= 二 1; 由 小 空间 定义 中 的 条 件 (4) ( 即 丁 不 变性 ) ,不 妨 
设 gl) 二 1, 从 而 有 %(1) 一 1, 从 而 得 上 gp。 二 1, 这 与 引 理 4. 3,5 
矛盾 . EH. 

在 定理 4. 3. 7 中 的 条 件 “8(0) 一 0 不 能 不 加 . 着 取 Gnd = 2", 
则 六” BG) P= > 1/2->, 故 可 知 有 H*C8) 为 边界 正则 的 小 
Di A Hardy 空间 . 若 设 ple) =1/201 +2), Will p: D— D 解析 ,但 
A0}=1/240, H p0) =1,p (D) =1/2, R48 | oll -=1, 5% 
{2°/ACn) A EOAR ESE. 于 是 
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2 [ea] | = ype = > toed 


<X xl OE Le biaz = S$ <, 
因此 Cs 为 HB) LEAT, Wm 是 紧 算 子 . 

定理 4. 3.8 HW OAR MMR EAE MLNS. 如 
RC, E H(A) BH, | ell e<l. 


证 明 MF KO. bh a@= EAD), N a =R 


l— uz 


E a@)=0,0RC, 是 紧 算 子 , 则 Cs 也 是 紧 算 子 ,其 中 gn. p 
因为 .$40)==0, 由 定理 4.3.7, loll. <1 ¥=a° oK 
lle lox. HE, 

注意 到 当 a>1/2 时 ,具有 权 序 列 BO) = (x 一 1》 的 小 加 权 
Hardy 空间 H:(8) 是 边界 正则 的 自 同 构 不 变 空 间 , 但 是 定理 中 的 
“ 自 同 构 不 变 件 ” 对 不 存在 满足 上 gl -二 1 的 紧 复合 算 子 Cs 只 是 
个 充分 条 件 , 而 不 是 必要 的 条 件 , 可 举 出 不 是 自 同 构 不 变 的 边界 正 
则 小 空间 的 例子 ,使 得 如 果 C 为 紧 算 子 , 则 必 有 |‖ gp -<1 
FAIp60]. 

为 进一步 研究 复合 算 子 , 我 们 考虑 加 权 Hardy 空间 HCP), 
其 中 {Bln)} 是 增 序列 且 有 ee 1/2), 1 


BED — 
> “Bay > (1) 


上 式 中 [x] 表 示 = 的 整数 部 分 . 如 果 BOD) =RCR>1). BG 
是 条 件 (1), 且 一 切 在 五 :(P) 中 的 函数 实际 上 是 在 R 为 半径 ,原点 
为 中 心 的 圆 盘 内 解析 的 . 如 果 Bn) =exp ln) (O<a<1) BARE 
(1) 满足 ,但 由 关于 随机 级 数 的 基本 结果 知 吾 :(8) 包 含 了 那些 不 能 
越过 3D 上 的 任 一 点 作 延 拓 的 函数 [Kah85. p40]. 但 后 面 我 们 将 看 
到 , 对 任意 满足 条 件 (1) 的 P, HOCE D). 对 于 权 序 列 为 
BD) 一 0n 十 1)* 的 加 权 Hardy 空间 CB), 它 是 边界 正则 的 小 空 
间 , 但 8 不 满足 条 件 (1). 

例 43.1 设 86a) 为 增 序列 且 满 足 条 件 (1),p(z) 一 
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1/2 (1 十 z), 则 C 为 五 (6) 上 的 紧 算 子 ， 
证 明 事实 上 CC, 是 (8) 上 的 迹 算 于 .由 于 ef.) =2'/2G) 
是 HB) PAS RL IE ee k 


-4 a L- 8l 
2l ljm 
~ Bln) 2" Dyce | 


下 面 证 明 


> IE PO <+ o. (2) 
由 于 pln) 是 增 序列 ， 故 对 固定 的 a 之 1/2 有 
Sctgch) = Shorea) +. > CLA) 


amo =[m]+1 
< A(Lan])2" + Ss} CIBC). 


be [on]+1 


因为 ,根据 条 件 

1 = 

a 之 p y eD < DE an] ) < 00, 
故 只 要 证 明 


GD 1 1 a 
万 元 二 a CEBC) < co。 
2 Pln) 2 Ps f 
因为 <1 /2.C8 关于 klen ] +1 keen) BAR TE 


ST} CRG) < nC Bin) < CB). 


Et! 


由 Stirling 公式 
lim y 2 nfe) 


aroo 


=1, 


并 注意 到 [a1>an 一 1， [a >n- an ARH No BMG a 有关 
的 常数 Cla) ,使 得 当 nN, 时 ， 
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ro Cla) fn 
| Cs < o ayn 
因为 函数 ra- n EA/2, 1 中 严格 增加 , 且 在 <=172 处 取 值 
1/2, 由 a>1/2 MTE € (La) 1/2, Fig R= (1 一 a)' 
>1 
> 1 1 , aa 
5 Roa) F Ss} CROS p> 


z= No k=[2)]+1 


1 
An) 2 " 


nelak n 
2 Ca C 一 ay 


,个 
A : 


soji nti c oo CR> 1), 


故 C, 为 HH:(8) 上 的 迹 算 子 ， 从 而 是 紧 算 子 ， 证 毕 ， 
”由 于 1 9 站 一 二 而 Cs 为 三 (9) 上 的 紧 算 子 ， 故 可 知 俩 中 的 
FE2(B) 不 是 自 同 构 不 变 的 . 而 且 显然 9 在 >=1 处 有 有 限 角 导数 ， 
下 面 考 虚 另 一 方面 的 问题 ;在 小 加 权 Hardy 空间 中 , 当 
Ipla <1 EEC 必 为 紧 算 子 ? 
首先 注意 到 , 当 取 POD 二 RCR>1D 时 ,直接 计算 可 知 对 正 整 
H >>2,9(z) = 二 zw/R-! ,Cg 为 H*(B) 上 的 等 距 算 子 ,而 上 21 -一 
1/R-! 之 1, 放 在 这 时 间 题 的 管 案 是 否定 的 . (PX BAT ie i 
形似 乎 出 自 于 空间 Has. 原因 是 该 空间 似乎 大小 了 ,事实 
上 , 确 是 如 些 . HH2C8) 中 的 一 切 函 数 在 RD 中 都 解析 
看 来 ,将 H*(B) 区 分 为 两 种 不 同 的 情形 来 考虑 是 合理 的 : 
情形 1:8(8) 包 含 一 切 在 本 的 某 个 邻 域 中 解析 的 函数 ， 
情形 2: 存 在 万 的 某 邻 域 中 解析 的 函数 不 在 H AOF. 
对 于 情形 1, 我 们 有 如 下 满意 的 结果 : 
定理 4.3.9 i H( 户 包含 了 一 切 在 5 的 某 邻 域 中 解析 的 函 
数 ,p 在 五 的 某 邻 域 中 解析 且 | ell <1, NC, A HD CEAR 
子 . 从 而 Cy 为 Hi(8) 上 的 紧 算 子 . 
”证明 ello SFR HE r<7<1, Lid gyar, M 
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可 利用 PMWM ERR. = n/B (n), 并 直接 计算 
D Ce) il BARC, 4 EO EWR FT. if pe) =ele)/r, 
WE Rox-d- 多 如 果 我 们 证 得 GA WD 上 的 有 界 算 子 , 即 可 知 
C 为 迹 算 子 . 由 了 的 取 法 可 知 | oll -<1, 由 于 9 在 万 的 某 一 邻 域 
中 解析 , 且 ADI CD. RUMBA DID. RE oe D LE 
XP)CD, 那 么 对 任意 的 FEHB) fo OR ACPA GM D 
i RUT AS eI ET ACA f° pe CA), h A 
像 定理 即 可 知 C; 为 HP) LAAAR FS WEF. 

从 定理 4, 3. 9 可 粗糙 地 作 这 样 的 叙述 “对 于 好 的 空间 及 好 的 
42 gh lol <1 MTE Cy 为 紧 算 子 ”. 于 是 也 就 有 这 样 的 反 
面 说 法 ;“ 如 果 9 是 一 个 好 的 符号 是 pj -一 1, 但 Cs 不 是 紧 算 子 ， 
那么 HC 是 个 坏 室 徊 ”这 些 粗 糙 的 说 法 ,对 一 大 类 加 权 Hardy 
空间 可 作 精 确 的 表述 . 

” 对 于 加 权 Hardy 空间 HC ,如 果 lim YBtm) 存 在 (有 限 或 无 
穷 ) , 则 称 权 序列 8(n) 是 正则 的 . 4 BC(n) =n", Bn) 二 exp (tn)， 
An) =exp (Cogn) Bt») 有 oo) 都 为 正则 的 ,县 正则 序列 的 乘积 和 
商 仍 为 正则 的 , 但 是 若 对 于 oth, Bin) = 2" , 则 BG AA 
序列 ,但 它 却 不 是 正则 的 ， 

定理 4.3.10 如 果 P(r) 是 正则 的 ,p 为 蕊 的 某 邻 域 中 解析 的 
函数 , 且 上 gl 过 1 但 C5 不 是 (8) 上 的 紧 复 合算 子 , 则 存在 民 
>1, GER EH) S ERD PRET. 

WA ATC 不 是 HH:C(8) 上 的 紧 算 子 ,由 定理 4,3,9,H*8) 
不 可 能 包含 一 切 在 太 的 菜 邻 域 中 解析 的 函数 . 于 是 存在 ROI 及 


f@= > az" 使 得 E RD dy SiH EAT fe HO, att 
有 SY, al A=. MRA RHEE n Efla | BOOZ 
Diani = 00, 另 一 方面 ,如 果 对 除去 有 限 个 ”外 的 一 切 w， 
la BOD <1, FRAT n Sb, la BY < ap 由 
SIE, wj?8(00: 一 oo 即 可 知 2 [an | BC) = +00 Hi Cauchy 不 
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等 式 得 
oo 一 5 ja, | fn) <S ( > la, R” )? sp > E fln)’ 


因为 了 在 比 RD EKA BRR RM > aR a. A, 
PRA. lal R <1. eel > la, [Ra Fe 


由 此 可 知 
tim sup TEW! > 1. 
由 于 Bm) 是 正则 的 , 故 
lim YEO L tim sup RGN > 1 


对 任意 的 s(1<s<R)， 考虑 核 函 数 
Ky (z) = DE em 


对 z,wESD 
Rca 
> < 2 Bay 
因为 lim + BOYS RHO 
S? Ss? 
lim ———— < <1, 
=e BaF R 


所 以 可 知 对 任意 we SD, K. DE SD 中 解析 ,从 而 可 知 Heh 
的 一 切 函 数 在 SD 中 解析 ,由 1<s<RR 的 任意 性 , 即 知 (Pp) 中 的 
HARE RD 中 解析 ,证 毕 . 

对 于 边界 正则 的 小 加 权 Hardy 空间 ACA) LM BAR 
有 界 性 ,有 着 许多 与 加 权 标 准 的 Hardy 空间 上 不 同 的 有 趣 的 问 
题 . FIGS ALE AG) = at /2< <1) SE N 
空间 (8), 这 类 空间 暂且 以 HBR ERM HCA) A 
a=] 一 24 的 加 权 Dirichlet 空间 D,( 一 1 之 a<0). 
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定理 4 3.11 如 果 C* 为 Bip)Ci72< <1) 上 的 有 界 复合 算 
子 , 则 9 在 任意 5E3D 且 有 1K 纪 1=1 的 点 处 有 有 限 角 导数 . 

证 明 SE OR lll = 1, pee 9D 的 某 点 处 有 
有 限 角 导数 , 取 ? 使 得 1/2<yY< 为 如 果 ?在 3pD 的 任 一 点 处 不 存 
在 有 限 角 导数 ,那么 Cr 在 AY (及 一 六 -zz 中 是 紧 算 子 L[MeS86]. H 
EE 4.3.7 可 知之 

ZI AO) | = 1 (2) = 1/28 +2), B® H= D-a 
D.( 一 1 之 a 之 0), 易 知 Cy HE HUB) EF MT Coe = CC, 在 
HRCB8} 上 也 有 界 , 岂 于 p。 风 有 二 1, 由 前 一 段 的 证 明 可 知 g。y 
必 在 到 的 某 点 处 有 有 限 角 导数 , 而 这 点 仅 有 的 可 能 是 在 4, 因而 
(gp: gE 必 有 有 限 色 向 极限 ,而 (go p (二 ?一 1728 Ct), 
因此 在 $ 处 有 有 限 径 向 极限 , 即 g 在 处 有 有 限 角 导 数 .由 有 
任意 性 , 即 知 定理 成 立 .证 毕 . 


-4.3.4 紧 性 与 不 动 点 


“复合 算 子 C, 的 结构 与 其 符号 的 不 动 点 有 密切 的 关系 ,这 一 
点 对 于 紧 算 子 来 说 尤为 突出 , 为 揭示 它们 之 间 的 联系 ,我 们 地 对 加 
权 Hardy 空间 瑟 *(8) 的 核 函 数 的 性 态 作 些 推广 

定理 4. 3.12 设 于 (8) 为 单位 较 盘 中 的 加 权 Hardy 空间 , 如 
果 有 非 负 整数 &, 使 得 
之 Bay = OOo, 
则 下 次 导数 在 点 w HA KB KO, 当 jwi 一 1 tt, K? 
上 六 史上 BRAF 0. 
证 明 当 上 =0 时 ,这 定理 即 为 定理 4. 1.4, 故 不 护 考 访 >]， 
由 定理 4.1.3, 
. tk) wr te" 
Kw (2) = 2 om Gi BD! ont" 
ik 
[KO l= > 


an i Aay 
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= pele (n 一 Di Bone 
因为 当 ne 2k Bt n/n! /ln 一 k)! Sn GERBER RE 
Diino n/B 00 5 BLY few |] 时 ,上 式 右 端 求 和 式 趋 于 co 
BB B(KO/ (KP | } 的 任 一 艇 极限 点 f, 设 p 为 任意 多 项 


式 , 则 有 
; KW Lp? Cw) | 
<pof> | = lim (ope) | = im, IKE] 


因为 多 项 式 全 体 在 H pA, TA f=0, 证 毕 . 
定理 4. 3,12 是 定理 4 1.4 的 推广 . 在 定理 4. 3. 12 的 证 明 中 ， 
RETR EUR RTA RRL j ER 


È ao ao < 09 


MBA KY |} [wl 时 是 有 界 的 . 这 事实 在 下 面 的 主要 定理 
证 明 中 要 用 到 . 
定理 4. 3. 13 HEMRA AAA D Lem Hardy 空间 ， 
目 有 某 个 非 负 整数， 使 得 
pra aay =, 
那么 如 果 Cy 为 H:(8) 上 的 紧 算 子 , 则 在 DD 内 有 不 动 点 . 
证 明 he AG 
| a” 
D pay = © 
的 最 小 的 非 负 整数 . 如 果 = RRAK HENE: E pE 
DD 内 无 不 动 点 , 设 YE aD 表示 9 的 Denjoy-Wolff 不 动 点 ,由 Wolff 
定理 (定理 2. 2. 6), 角 导数 |g' OIl, h Jolia 引 理 (定理 
2.2.1) 9 Ht t Abh Re E 
HGO = {2 € Dilz — lC — lej) 
RA A LoS. 于 是 ,对 一 切 rE (0,1), lero |r, At, ae 
合算 子 的 本 竹 范 数 的 估计 (定理 4. 3. 1) 可 知 
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= 0, 


I C, Il z = lim sup i Kee i > ts 
~ IK.) 


UC 不 是 紧 算 子 , 这 与 条 件 矛 盾 , 因为 2 不 是 恒 等 喘 射 , 故 内 部 不 
动 点 的 唯一 性 是 显然 的 ， 
如 果 kl SH Cl KOHERA. 当 大 =1 时 ,对 任意 
FEH, 
CF CLR) = Cf KP) 
(f° p, KE) = f (ew) ¢' (Cw) 
Fp CwiKY}, 


li 


由 地 的 任意 性 即 知 
-Ci (KY) = ¥ iK. 
当 &>1 时 ,对 任意 SERD, 
(fC KP) = (f° @K®) 
= (f. AP Cw) = fF (plw)) Ce! Cw) + f iwgp” (we) 
+ CREP SD 
= (fp KY, + PG KR, 
+ ERAH, 
故 有 
Ci KY? = [yp CaN KEY, + 2° Cw) gap + ( 低 阶 珊 })， 
其 中 ( 低 阶 项 ) 表 示 在 Kw) 计 什 的 核 函 数 小 于 上 * 阶 的 导数 以 在 
w 的 小 于 阶 的 导数 的 乘积 为 系数 的 线性 组 合 . 如 果 9 在 刀 内 无 
不 动 点 ,于 是 在 AD 上 有 Denjoy-Wolff 不 动 点 ,由于 
i fe! GOD Kye iL OD) Kite | k=] 
K? |- RG , 


Ce KD EKE a 
AK? TT Ex ZED Ko ADK be J. 
当 >i AA cel 故 由 定理 4. 3. 12 1,4 rol 时 ， 


pre) KP a 
IKE] = (7k Tr 
S hela Bh IKP 有 界 , 故 当 斑 *1 时 ， 
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| ZEDEK POOKY, 
| KY ll 


|=. 
PAL BA ARE A <E 


D> Bai = co， 


故 当 lw |1 时 , | KP ‘I AR. || KY | 一 ceo, 又 因 |192 |= 
eK? [S Iel | KP ,因此 , 当 y->1 时 ,在 上 式 中 省 略 的 各 
项 都 以 0 为 极限 . 

综 上 所 述 可 知 ,如 打 C 是 紧 算 子 , 且 上 为 使 得 > n/a 
一 十 co 的 最 小 的 正 整数 , 则 当 r->1 时 ， 


|e’ OF IL Ke 
| K? | 


因为 CE aD 为 p 的 Denjoy-Wolff 不 动 点 , 故 有 p (rE)->g' (O40 
(r 一 1)， 所 以 


l Ke | 
ml Il KP | 


AA lero) |r RBA FS. 因而 gq 在 DD 内 必 有 不 动 点 .不 动 
点 的 唯一 性 是 显然 的 ,证 毕 . 

定理 的 证 明说 明 我 们 所 用 的 加 权 Hardy 空间 的 重要 特征 是 
仅 依 赖 于 点 的 模 的 核 函数 的 范 数 及 -一些 导数 的 核 函 数 的 范 数 当 它 
IEA RAF 0, 上 述 定 理 说 明了 揭示 紧 复 合算 子 与 gp 的 不 
动 点 的 存在 性 之 间 的 关系 问题 中 , 较 难 的 部 分 是 在 Sea) 一 
co B E RER AREE. mE D An a H HA) 
是 自 同 构 不 变 的 , 则 由 定理 4.3.8 即 知 lell LATTE pE 
DD 内 有 唯一 不 动 点 .如果 DA = oo, 则 定理 4. 3.13 指出 g 在 
局 中 必 有 唯一 不 动 点 ， 

利用 定理 4. 3. 13, 我 们 还 可 证 明 一 类 加 权 Hardy 空间 仅 含 光 
滑 范 数 ， 

推论 4. 3. 4 设 {8(n)} 是 增 序列 目 有 af173<a<<1) ,使 得 


Bar) < 
> eg Ba) ~ 


= 4. 
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其 中 [z] 表 示 z 的 整数 部 分 .如果 下 (8) 是 加 上 述 权 的 Hardy 空 
闻 ,那么 H*(P)CC™ CD). 

证 明 在 例 4. 3. 1 中 ,我 们 已 证 明 在 定理 的 条 件 下 ,22) 一 
1/2{z 十 1) 诱 导 的 复合 算 子 C 为 H2(B) 上 的 紧 算 子 . 由 于 a 二 1 为 
9 在 万 中 的 唯一 不 动 点 ， 由 定理 “ 4. 3.13 即 知 对 一 切 正 整数 ， 


Èa By < 


对 任意 EHAE S= >} az. 由 Cauchy-Schwarz 不 
等 式 知 , 对 一 切 正 整数 &， 


Sot la, | | > Bayt) laD 


-| 


HAIPO D wla|(zED), 故 知 fEC™(D), 证 毕 . 


§ 4. 4 Schatten 类 复合 算 子 


我 们 在 上 一 节 中 看 到 ,在 加 权 Hardy 空间 上 的 复合 算 子 的 紧 
性 , 随 着 所 圳 的 权 从 标准 权 向 快速 权 唉 迁 ,将 发 生 很 大 的 变化 . 对 
于 Schatten 类 复合 算 子 S (pz>0)? 也 有 着 戏剧 性 的 变化 , 在 快速 权 
情形 ,原先 在 标准 权 情 形成 立 的 各 种 关于 Schatten 类 算 子 的 判别 
法 将 不 再 成 立 , 故 加 权 Hardy 空间 上 Schatten 类 复合 算 子 的 研 
究 ， 无 论 是 方法 上 还 是 内 容 方面 都 不 是 加 标准 权 情形 的 简单 推广 ， 


4.4.1 指数 型 权 函 数 及 Legender 变换 


对 于 一 般 的 快速 权 G(r), 虽 然 我 们 设 G 为 (0， 1? 上 的 正 值 连 
续 函 数 ,即使 Cr) 为 正则 的 快速 权 , 对 GO mA r= 
附近 单调 践 少 的 要 求 , 对 于 研究 Schatten 类 复合 算 子 来 说 似乎 仍 
过 于 一 般 ,使 得 我 们 难以 处 理 . 我 们 这 里 仅 对 一 类 指数 型 的 权 函 数 
进行 讨论 , 设 
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Gir) = exp | — h 


log +) }, a) 


H pY trom AOA C AH EE A g, D Pe, AY 
t— Olt h(t) 00. 

对 于 上 述 定义 的 权 函 数 CH), RUA oo 时 一 th' (4) 的 变 
化 来 考察 G(r) 是 否 为 快速 权 . 

如果 当 充分 小 时 一 坝 '(z) 是 有 界 的 , 则 G(r) 不 是 快速 权 ， 
事实 上 ,如 果 lim( eh (2)) 一 gE (0,00), il G(r) 为 标准 权 . 因为 ， 


当 t—0 时, 若 k~, 则 h(t) ~ —alogt exp{—hAt)}~t,4 


t=log(1/r) sW v1 BY exp(—AClog(1/r))}~log(1/r)*, BFL 


Gir) 
lim yy: 


Gi #24 t0 ht th! (2) +00, Ml GC) 为 慢 速 正则 权 . 因 对 任 
意 c>0， 当 t>0 充分 小 时 ， 
— th Da R hU) aft, 
F — K dt > [4 Ed, 
— hlr) + RC) > dogr. 
4 2=log(1/r), 则 有 一 hdog(1/7)) +A) Selog(log(1/r)), 


exp{— h| log 地 


= bE (0,09), 


|. exp(A(1)) = [log + . 


当 充 分 靠近 1 时 ， 
exp] — A| log + 1 
ry 之 yexp(h(1)), 
于 是 ,对 任意 a>0 
. Gir) 
lim a-r) =+ o, 


GD Ë t0 时, — eh (0 则 为 快速 正则 权 , 事 实 上 ,任意 
ed, ), 当 £ 充分 小 时 ， 
th OK 或 KM Kaft, 
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由 前 面 的 讨论 可 知 , 当 r 充分 靠近 1 时 ， 
exp| 一 h| log 1 

(i—ry 
由 “>0 的 任意 人 性 可 知 : 对 一 切 a>0 


< Dexp(h(1)), 


即 G(r) 为 快速 权 ， 
Xt ERA BRK AG), > 
M(z) = inf (h(t) +2t) {zx > 0), 
M(x) 8 h Legendre 变换 ,显然 ,MM fe (0,00) FP He DT, BT 
AEA. 而 且 有 
AG) = sup(M (x) —tz) @> 0), 
M'K Ga) =t G >0). 
对 (1) 中 的 权 函 数 G, 设 
P(x) = [Godr (zx > 0), 


显然 Pln)==P,(n=0,1,2,.)., 
对 于 函数 M(z) 有 下 面 的 估计 ; 
引 理 4. 4. 1(Dynkin 引 理 ) 存在 C>0, 使 得 
二 ee & Pa Ee Ms (r > 0), 
对 此 引 理 的 证 明 , 读 者 可 参阅 [Dyn72]. 
4.4.2 加 权 Hardy 空间 上 的 Hilbert-Schmidt 复合 算 子 


在 3.4.3 节 中 ,我 们 在 HC(D) 的 框架 下 给 出 了 不 在 Schmidt 
类 中 的 紧 算 子 的 例子 , 在 召 :(D) 中 给 出 这 样 的 俩 并 不 是 件 容 易 的 
事情 , 但 在 加 快速 权 的 Hardy 空间 中 ,情形 则 完全 不 同 . 本 小 节 
中 ,我 们 着 重 讨论 Hilbert-Schmidt 复合 算 子 类 S.. 首先 我 们 要 证 
明 , 对 于 加 快速 权 的 Hardy 空间 ,所 有 紧 复 合算 子 实 际 上 都 是 
Hilbert-Schmidt A-F. 
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由 本 章 习题 6 可 知 ,在 加 权 Hardy 空间 ABCD) LBB C, é 
Hilbert-Schmidt 范 数 为 
1C, hs = Í 1 Kao lcclzD AS, 
则 Cy 为 AECD) EH Hilbert-Schmidt 算 子 当 且 仅 当 对 任意 ro CO< 
rel), l 


f IKa IGUE dA < oo, 
gher 


下 面 的 引 理 给 出 了 关于 症状。| 的 一 个 估计 . 
” 引 理 4.4.2 设 G(r) 为 (0,1) 上 非 增 的 连续 正 值 函数 ,任意 给 
E bE (0,1), 则 对 任意 zED, 有 

KAS a pra ahead RA Tet 

证 明 设 zED, 记 以 z HHH 1 — lz AEH 
欧 妃 里 得 圆 盘 为 了 (=, 纪 ,那么 


IK] = 过 | Kew aa | 


1 dA(w) 
gl s ETEA 
_< BEE oun SO! Gen + 845 


IK < Kw] vedu A. 


Ti 


— © . 
yr 
因为 dA/(x6) 为 D(x,5) 上 的 概率 测度 ， 


1 
Gowy SA)? 


LAGIES e 


— $ . 2 
Gt [zi +8) | | [K. (eo) | 


1 


1 
< —-. —— 
nå Gel + 8) 


(| Kw G Gwda], 
于 是 

IK = KOS agyrol Kl 
因为 GQj2|+)=GO—b0 ~ |z|), BBN ET a Ry TE. 
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定理 4.4.1 设 
G(r) = exp(— h(rlog?1 — r)), 

FP AG) ATE 1 ER eR, BY rl 时 ,Pr) 一 co， 那么 
42(D) 上 的 每 个 紧 复 合算 子 都 是 Hilbert-Schmidt HF. 

WA RC, AWAD HRA. BRKT CHR MG) © 
是 快速 正则 权 , 由 定理 4. 3.5 知 , 对 一 切 CE aD, |¢' CO) | > 1. 由 此 
可 知 存在 ro<1 RAD 1 BMY rll 有 

alee => A, 


. 选取 oc oc fm pA Lit lel rat 1— | ple) | 之 
AQ- |z|), Pe HRA 4. 4.2, 
| Kee | ?= Kea lS iKi- Il? 


<—_______1 
“ad PÆ — [YGA bA — [2] ° 


i a=bA, HTH rM 1 th SES RY 4 el OE 1 时 ， 

Gd — 6AQ — |z|) = exp(— AC — a0 — lel) 

X log?(ad1 一 [z]))) 
= exp(— A(z log Catl 一 [z|))). 

于 是 

| as "Kno TcdlzDd4 
<| exp(—hA(|z| log? (1— |z|))dA 

melee TC —b)*A? (1 — |z| Pexp(—AC|z] log’ ted eDV 


=c% | exp {ACz D dog (1 |z j) —log aa |21))) 44 
r&r (1—|z|)? 


其 中 C==1/ (hx(1 一 5)?), 因 为 
logz[ak1 —r)] 一 log2f1 — r) 
= [ogla — r)] + lg — r) ]flog[aqi ~ r)] — log — r)] 
= doga + 2log(1 — r))loga 
= Zlog(1 — r)loga + log’a, 
故 
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f a l Kae Gelzlyda 
tg% izlet 


w 一 w Lk. 2 
<cw| exp(A{ |z|) (2logalog (1 ADP t loga) ja, 
AER (1 — izl) 


由 于 a>0, H4 rl it hr) oo Ea eA zl 
1 时 赵 于 零 , 由 此 可 知 引 理 成 立 . 证 毕 ， 
下 面 我 们 考察 那些 比 定理 4. 4. ERP RR. 如 果 
红 2) 二 2, 那么 Co 为 440D) 中 的 恒 等 算 子 , 故 不 可 能 为 紧 算 子 , 更 
不 可 能 是 Hilbert-Schmidt 算 子 ,于 是 
f | K-(2) || Gtrdr =+ co。 


HERE GAO = 0 rr A 41) K, |? GG)r~r/ 
(1 一 7r), 故 有 
fa — r) || K, | Girjrdr =4- es. 
下 面 引 理 将 此 椎 广 到 一 般 的 非 增 权 函 数 Gr). 
引 理 4.4.3 如 果 0<r<l,K 是 (9 中 在 > 处 的 核 函 数 ， 
其 中 避 是 非 增 的 正 什 连 续 的 权 函 数 ,那么 


f a =r) |K, | Grdr = œ. 


证 明 因为 
IKI = 3 BE, 
其 中 
Pa 一 fG ar, 
故 对 任意 PE (0,1), 
IXn t= $5 Flat, 
因此 


站 KGoorar= +>) re "| Gree 


1 
ù 
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因为 如 是 非 增 函 数 , 故 
f | Ke ll 2GCor)rdr = f | K, |} GO)rdr = 
4 1= pr BIR 
o [IE GOM > gy 
由 分 部 积分 可 得 
fra — r) || K, | Gdr 


= 万 


en 


一 (1 一 站 | | K, || GC)dE + ry | K, I GOtdt| dr 
a 站 0 


> | f | K, I *@ce)ede) dr 


e p 

> | zame 
& ww*1-, 即 证 得 引 理 .证 毕 . 

由 此 引 理 ,我 们 可 对 一 类 衰减 较 慢 的 权 函 数 给 出 的 加 权 
Hardy 空间 上 的 复合 算 子 作 深入 的 研究 .我 们 考虑 满足 下 列 条 件 
的 情形 


limh Gr) = lim = x G ) = 
定理 4.4.2 B 
G(r) = exp{— AC )log’? (1 — 1}, 
HH AE =L EAE, A rl 时 4(r) 一 0. MRC, 为 
ACD) Ef Hilbert-Schmidt 算 子 ; 则 对 几乎 所 有 的 $$ EaD, 
ig’ |=, 

证 明 iC, Y ABCD) EH] Hilbert-Schmidt BF, AFE OC 
aD 及 A<co ,使 得 和 有 正 Lebesgue MB AMER CEQ, |y (0) | 
<A. 

由 Julia 引 理 ,如 果 18' (Ol =d<co,p# D FES RAUF 
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0. 


aD HAA Ek) = {z6 D: lecz RO l OA Elp), 
dk). 特别 有 Aro) EEP dA —r)/CA+r)). 因此 当 > 充分 靠近 
1 ,使 得 2401 一 rr 二 ad- 一 r<i, 即 dr 一 > 时 ， 
2d — r) 
I= DISIE aay 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 设 ADIOS rn =1-lV/A RA AS 


Otro /AC 一 ro0) ;于 是 对 EQ 及 ro 之 r 之 1, 有 
24d- A=) 加 
110) STF AG) IF A-DG = 24d 


FEX r>n it. | pt) | 之 1 一 4(1 一 r), 因 为 Cs 为 Hilbert- 
Schmidt 算 子 , 故 有 


o> Wyse | ,Keo (Gel) BS 


m 


drdé 


i 


1 
> Ri | 五 ;401-D | ?GECr)r 


之 cf I Kl -adr ll G(r)dr, 


BPC 为 正常 数 . 作 变量 蔡 换 :一 1 一 4 一 >)， 可 得 


1 一 
o> GI iiei- 234 de 
l—t 
G| 1 — 
cr A 
> SI. LK, 1? — gg Ged, 


由 引 理 4.4.3 知 ,如 果 当 z 充分 靠近 1 时 ， 


Gl1 +A") 
z1—~t, 


. G@ a 
则 可 知 上 式 中 的 积分 发 散 , 这 就 得 到 矛盾 ,从 而 证 得 引 理 . 下 面 证 
明 上 面 的 不 等 式 当 上 充分 车 近 1 时 成 立 , 因为 G0 一 {一 h(t)X 
log2(1 一 切 ), 故 
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十 AD)log2(1 -»} 
FLA h JEHA 24 t ÉGE 1 AC - 1 —2)/A SAG), AT 
cl1 一 工 一 : 
GG) 


> exp| — PCD| log? L EL log?(1 一 | | 
= exp{— A(t) (log’A — 2log(1 — t)logA)} 
= (1 — 1)**exp(— @At)), 
其 中 a=logA, BAY l 时 ,h(z) 一 0, 故 上 面 不 等 式 右 端 当 1 充 
分 靠近 1 时 大 于 1 一 t, 证 毕 . . 
满足 定理 4.4. 2 中 条 件 的 权 函 数 不 一 定 是 快速 权 . 例如 取 
h= Ga’ 则 ~ 一 1 RA Cr) +00, R GO) = 


exp{log (1 一 r)"} 二 (1 一 r)" 为 标准 权 . 而 在 标准 权 的 情形 ,我 们 已 
知 Cy 为 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 YeE 9D, ip (2) |=00. 我 们 感 兴 趣 
的 是 快速 权 的 情形 . 

作为 定理 4. 3.5 和 4. 4.2 的 推论 , 当 G(r) 为 满足 定理 4. 4.2 
的 快速 正则 权时 ,我 们 即 可 很 容易 地 给 出 是 紧 算 子 但 不 是 Hilbert- 
Schmidt 复合 算 子 的 例子 , 例如 Ko =z, HER 4. 3. 5 知 C 为 紧 
复合 算 子 , 由 定理 4. 4. 2 又 可 知 C 不 是 Hilbert-Schmidt 算 子 . 


4.4.3 加 指数 型 权 Hardy 空间 上 的 Schatten 类 复合 算 子 


对 于 由 (1) 给 出 的 指数 型 函数 G(r) ,相应 的 矩 量 序列 {z,} 的 
增长 性 与 (2) 的 变化 率 密切 相关 ,下 面 的 引 理 反映 了 它们 之 间 的 
ER. 

aE 4. 4. 4 Gr) =exp|—A/ log +} |, my 


COM lim e =h 2 = 十 co, 则 对 任意 B>1 及 a>0, 有 
? lo 
z 


DRE) <+ 00; (2) 
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th’ O = 0, 则 对 任意 B>i 及 a>0, 有 


5 (ey ° 
i Pia) 


证 明 ”人 由 引 理 4. 4.1 


Gi) i Rim— 
=o ] 


一 十 ca, (3) 


Eg cn exp{— M(2Bn) ~ M(2n)} 
< cn exp{— 20B — 1)aM(2Bn)}. (4) 
故 只 要 证 明 (4) 的 右 端 的 “次 赛 是 可 求 和 的 . 由 (GD 中 的 假设 ,对 任 
意 充 分 大 的 C>>0, 当 上 充分 小 时 ,有 
c Hog + <- hw. (5) 


设 Q(z) 为 C Log + iy at Be. 因为 M' x) Ys — ORM 
K KORY SR OSM MOCY r RIKE NARRER 
Xr exp{ 一 2a(B — 1)2Q(2Bn)} <+ %. 
由 Q(z) 的 定义 ， 作 变量 替换 


z= Chg +, Qtr =t, (6) 
A, 4 r 充分 大 时 ， 
rexp ~ E E Hga (7) 


RRR TERMI RRA HR 问题 转变 为 一 个 积分 问题 :证明 
MERKEL o) EIR. PERRO 


F ze- nB Pagla) dr 
| 
x (一 < 如 lg 去 二 1} ja 


t 
二 ef 9 (eB 1)/Bie— Gt) 


log 了 | + log 二 ja， 
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Hitt nao ARER C 满足 


B 1 
c> + 


BN ay en ETA SP Oe. HG) RRS. 
Gi) Wik Gi) ,选取 m2 AE A 上 的 复合 算 子 Cr. RRA 
O WCD CA EAR ESHER URE 


eri iy oO F, 
的 对 角 矩 阵 - 


首先 证 明 : 当 p<2 时 ,Cw 车 5S; ,等 价 地 , 即 证 明 : 当 p<2 时 ， 
S {PGnn)\F _ 
X| Pin) | 加 


由 引 理 4.4.1, 有 


Plmn) © Mand -Mia 
Pin) 空 ant € 


= -exp{ 一 (CM Cmn) 一 M(2n))} 
mn 


= exp] 2n(m — 1)M' (2n)}. (8) 
故 只 要 证 明 > Lexp(—pn(m—1)M' On) = +00, 
n=] He 
由 《区 的 假设 ,对 任意 小 的 正 数 C, 当 上 充分 小 时 ， 
„ È 1 ; 
C Flog = > h (2). 
再 设 Qtz) 为 C Hog 1 yt mH eA r 充分 大 时 有 OS 
M' (x) Hit FSA 
») J exp{— pam — 1)QC2n)} = + o. 


nm) 922 


回 理 作 变 量 替换 (6), 将 求 和 的 问题 转变 为 求 积分 的 问题 , 即 求 和 
的 收 敏 问题 等 价 于 考虑 积分 
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1 + log + 


g rut 


ia 


f Sa pen p-2 
t 


a 


的 可 积 性 问题 . 显然 , 当 


2 
POTS im DD 


时 上 面 的 积分 发 散 . 因为 p<2, 由 于 < 可 任意 小 ,对 任意 的 p<2， 
可 到 = 充分 小 ,使 得 上 面 不 等 式 成 立 . 因此 当 p<2 时 ， 
S [PGnn) 1 
> P(n) | = oe 
对 于 p 之 2, 荐 Cm€ 5,, 那 么 
Cot = (Cry E Sp (k= 2,35"). 


YER k= 2, HE p/k< 2 RHEL ENB A. 故 对 任意 
po. Cr GS, AMER poo R m=2,3,4,°" 

= {Pnt 

Di P@) | 一 
令 a= p/ 2 并 注意 到 P(CBn) 随 吾 增 加 市 减 少 , 则 可 知 对 任意 w> 0， 
B>1,4 


1 IPn 
> | Pay | = 
证 华 ， 

为 证 本 节 的 主要 结论 ,我 们 还 需要 下 述 关于 角 导 数 的 引 理 . 

引 理 4.4.5 设 0<4<B<o0, 那 么 当 p:D=DD fT FE aD 
A ete CAR SRE CO (OIA EE ro (Orel) ,使 得 对 
A rrr LDR, 

[pr] Er". 


证 明 $ d=d®LA, i 0<r<1, 由 了 ~~1 一 r 确定 正 数 


ay BR rE R Tolia 图 盘 J ,a) 的 边界 上 离 原 点 最 近 移 点 (其 中 
JED = {ze D; |f| aA zj). 由 Julia 引 理 可 知 
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2da 2Aa _ AG —1) 
1+ da “1+ Aa 1+(454\a-n 


ER s>0, 使 得 (1 十 e)24 扫 好 ,由 上 式 可 知 , 存 在 mw(0<po<lym 
仅 与 4 和 < 有 关 ), 使 得 当 po<<r<1l 时 ， 

i1— ler] (eA — r). (9) 
可 取 p EA pral 时 ， 


log t< 0 +890 — 2). 
z 


HORTA, RITR n o EEH nerc h, ore l>a, 
于 是 ,着 rcr<l， ma 


1 一 ig?) |< 


log GO (+e) — |@ré)]) 


log mad 


. <d +eYrASB, 
BN eré) | rue. 

引 理 4.4.6 iletim A Hilbert 空间 H PARE H,T 
为 吾 上 的 有 界线 性 算 子 , 如 果 0< ps2, 上 且 >} || Te, || *< 0c, Ml 
TE S WMR p> 2H ES, DS) || Te |? < 00, 

此 引 理 的 证 明 可 见 LGoK691. 

定理 4.4.3 设 G() 由 (1) 式 给 出 ,p:D 一 DD RET. K 

OM Rim =E = 0 HEED: pOL E 

log + : 
Lebesgue 测度 , 则 A? EM RMAF CES, p>); 


| Cin Bim er AOL 1 MA AL LAER BART C, 
gy 


Ł 
属于 所 有 S,(p>0). 
证 明 O 由 全 的 条 件 知 存在 4>0, 使 得 集合 
= {f € aD, |p $| < A} 
AE Lebesgue 测度 , 取 B>A, H B>1, XE ro 满足 引 理 4.4.3 的 
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EBX. 车 Cy 属于 某 个 S RTH A BAF SB. 
不 妨 设 p 之 2, 使 得 Cs&E 5,, 由 引 理 4.4.6, 有 


5 Il Cen fi P co， 
aad 


一 -和 -之 
其 中 e= | x* |] Jarg EEIE 4.5 有 


l ce l °= apg] Ieincd 
1 
> 和 lvere) "GO rdrdð 


1 1 7 
> 和 f L ret Girydrdð. 


4 


央 为 五 有 正 Lebesgue 测度 , 且 


lim pgg .Gar = 1, 
f PG (dr > È PCBn), 
即 有 
+, fon [Ei PCB) 
Il Ce Il? > Ee PO 
或 
{EL} 2( PBa)? 
Cet (ey (See ， 
BA 


这 与 引 理 4.4.4 GDR. 

GD 设 Cy 为 磺 上 的 紧 复 合算 子 , 窝 证 对 一 切 p>oc.e€ 
$s 因为 Cy 为 紧 算 子 ,由 定理 4. 3.5, 存 在 A> 及 0<<ro 志 1 ,使 得 
“4 nalz <l 时 ， 
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law = |z]. 
& R={z:r S z| <1}: BAH SB 4.1.2 可 知 


2 1 | Zag 
Cea ll *= Pi], | el*GdA 
C N 
< 2 Cd4 


C 2Anf™ 
< po GdA 


P(An) 


=C Pin) * 


于 是 ,对 ps2, 


~E : n)\? 
Dcalr sc DRV. 
引 理 4.4.4 的 中 知 >， Ce 上 ?< 之 oo, 故 由 引 理 4.4.6 知 CE 
Sp. 


习题 四 


1. H ROD = 2), APB) ARGY ALE BE TAL Hardy 空间 . 证 明 
好 (人 ) 不 是 自 同 构 不 变 的 , FE HE tt AB TB AC TL 


2. 证 明 f(z) 一 > az 在 Bergman 空间 至 中 的 范 数 为 
NF = Saleen, 
2 一 n) 

其 中 BOY = FaF aiT 

3. 设 H (B) A MAR Hardy ZA, p:D—D HH ERC, 为 ELAR 
KF SAM 4MRLI CHD WARES ELE D Ay fe EE fe Be 
AEB, IM || C, || 0. 

4. 如 果 Cy H HPD), AE CD) at APB) (其 中 Bn)? = 00) EA ER 
子 '; 则 yg 在 DD 内 有 了 唯一 不 动 点 . 

5. 证 本 ;加 权 Bergman 空间 ARC D) TH RKHR MRK HOY) 


= f | | cea dz 的 加 权 Dirichlet 空间 ， 
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6. 设 Gr) 是 (0,1) 上 的 下 连续 函数 , 生 | Gtr)dr < oo ,定义 Bergman 空 

间 ABCD) 
AD = {FE HD ft) Ce 4S < co}, 
RO RRA 
| Kal) = > Be 
其 中 par = jz iE iE C, A ABCD) EM Hilbert-Schmidt 算 子 当 且 仅 当 
Í, 1 Køn | Gle DdA < o0. 
7. 证 明 ;Cy 为 ADEM Hilbert-Schmidt AFH ZEZE 


— wt? 
(tae! € BCG — fel? Ad. 
8.7% Ala expla’) (0<b<1) HE Oe 
Š; Blm) — a, 
Zd Pn) 


9. 设 Bend = nt ER OMR a 之 4/2, 则 HCA) IR FE Gi) 
对 一 急 a HOE BARBY , Get -- o> 1/2, wE C 为 H E 
SAF Agl -<1 

10. RE 五 :58)》 上 有 非 紧 算 子 C A gl eci MHE (PD 上 存在 无 
RAT CER pE HA, Velai. 

LL, 证 明 :如果 存在 五 的 某 邻 城中 解析 的 函数 A E EH, Bi 
EMPER MWAH. 

12. & plz) =z TERA C, A?) ER An) ~ expla’) a> 0. 

13. WEH: RG 为 快速 正则 权 , 则 48(D) 等 价 于 A) AB) 
足 条 件 : 对 任意 ao, 

lima" Pm = 0. 


.14. 设 Gr) 为 (0,1) 上 的 正 连 续 函 数 ， af GO rdr<oo, 2 R={rE D; 


rl Ll WP Ory 1 HER ERS G A r 有 关 的 正常 数 ,使 得 对 
一 切 在 DARTH BR f, 


f pcaa 和 中 JPca4. 


15. 设 如 AG, BBR. MEHE COR Om M<co, E1 
当 rosar] 时 ， 
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则 集合 AZ, CD) = Ab, (D), 且 相应 的 范 数 等 价 . 
16. 假设 对 一 切 «>0, limn (a) =0 . 


CHEM HE A=1,2,3. fe) =( VEE)" ene), 


(ii 验证 对 rE (0.1), 2a Et, ; 则 
fer P= (++) Fy. 


证 明 C, ERMEER. 
17. 设 a a 一 
B1<p<3,0<e<c2-’, 
GEA ADICD,.€I=1 A pt 2=1 BASH 1, HEA MR AH 1, 
RY lge (<1, AU q 仅 在 z=1 有 角 导 数 . 
GDM Ri2}CD, APR 1, BRAS n AAKE pel l 
《证 ) 利 用 定理 4. 2.5 和 推论 4. 2. 2 DENA C, TE ARCOLA RSMAS 
zati. 
18. 证 明 ; 如 果 p: DD 解析 , 且 gx0)= 一 0 但 9g 不 是 了 于 的 旋转 变换 , 那 
ACH ACD LE RAF AEC 为 快速 正则 权 . 
.. 19, 证 明 : 如 果 避 为 快速 正则 权 , 那 么 对 任意 0<8<1， 


< gip |e a>0,B>0; 


GQ — ôt) 

lim Sq > % 
20. WEH ;如果 G 是 快速 正则 权 ; 且 对 一 - 切 &E aD. p (6) | 这 1, 那么 

. G) _ 

lim SMG) 一 人 
21. 假设 Cr) 为 非 增 权 函 数 , 证 明 : 如 果 C 在 ARC D) LAR BBS 

G(r) 
lim n ink Snr) y= = |c | 3. 


22. i$ G(r) =exp[ — B/CU—r}], KR B>0,4 Ylz) 一 /fn 十 (x 一 1)/n， 
WEH C, 在 ACD) LARP | Cll. FA 
23. 假设 GC)=exp[ 一 dog? (1 ~r} e0), EH: m RA ee aD, 
Ip D >e M C, 3 ALCD)_E A Hilbert-Schmidt # T. 
24, 假设 Gir) =exp[—clog?1—r) Jc > 0) EA WC, 为 ADER 
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Hilbert-Schmidt AF, WALERAN EEDA pD >F ， 
TE id 


1974 年 ,A. L, Shields 研究 了 加 权 Hardy 空间 和 单 向 加 权 平 移 间 的 关 
系 , 单 向 加 权 平 移 算 子 可 在 作 为 加 权 Hardy AE LIU z 的 乘法 算 子 . 并 用 
有 (外表 示 吉 权 Hardy 空间 (Shi74) ,对 于 加 权 Hardy 空间 上 的 复合 算 子 的 
研究 ,N. Zorboska 做 了 许多 有 价值 的 工作 . 在 [Zo89a] 中 他 研究 了 包含 万 上 
解析 函数 的 小 加 权 Hardy 空间 上 的 复合 算 子 ,定理 4. 3. 9 本 质 上 属于 他 . 
Zorboska 也 对 权 序 列 为 86m) 二 《x 十 1)" 的 空间 五 (的 作 了 研究 ,在 LZo90a] 
中 ,对 于 1<a&l1.5 和 a>1.5 相应 的 空间 ,给 出 了 关于 Cs 的 有 界 性 的 各 种 
Carleson 测度 的 结果 . J. H. Shapiro 在 [Sho87b] 中 研究 了 小 加 权 Hardy 空间 
上 复合 算 子 的 有 界 性 . 

在 大 加 权 Hardy 空间 上 复合 算 子 的 研究 由 T. L. Kriete 和 B. D. 
MacCluer 开始 的 [KrM921, 本 章 中 的 关于 加 权 Hardy 空间 上 的 紧 复 合算 子 ， 
Schatten 类 复合 算 子 结 果 的 大 部 分 以 及 许多 习题 都 来 自 这 篇 文章 . 在 大 加 权 
Hardy 空间 中 ,复合 算 子 研究 是 近年 来 才 开 始 的 ,还 有 大 量 的 问题 来 解决 . 有 
许多 问题 与 通常 的 加 权 Bergman 空间 ,经 典 的 Hardy 空间 中 的 丰 应 问题 有 
着 本 质 上 的 差异 ,所 用 的 方法 也 很 不 相同 . 
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BLE ”复合 算 子 的 谱 分 析 


本 章 我 们 研究 复合 算 子 的 谱 . 从 前 面 的 讨论 ,我们 已 经 领 咯 到 
这 样 一 个 事实 :复合 算 子 C, 的 结构 与 8 的 不 动 点 的 性 质 和 位 置 有 
密切 的 关系 . 复合 算 子 的 谱 的 研究 更 加 清楚 地 说 明了 这 一 点 . 即使 
是 对 相当 简单 的 函数 pC, 的 谱 的 结构 也 可 能 是 由 于 9 的 不 动 点 
的 位 置 及 性 质 的 不 同 而 变 得 多 种 多 样 , 有 具有 相当 的 复杂 性 , 在 本 章 
的 开始 ,我 们 将 不 加 证 明 地 给 出 甩 (D) 上 以 分 式 线性 变换 为 符号 
的 复合 算 子 的 谱 的 一 些 例 子 . 设 

Ko =T 

其 中 a,8,7 R o REREH oH D Bl D ARIRE OR. 在 下 面 的 
各 节 中 ,我 们 将 研究 复合 算 子 的 符号 的 特征 与 谱 之 问 的 关系 ,这 些 
结果 将 涵盖 例子 中 的 各 种 情形 . 

在 下 面 的 表格 中 ,我 们 列举 一 些 典 型 的 映射 ,它们 最 重要 的 性 
质 以 及 与 其 相应 的 复合 算 子 的 谱 . 其 中 用 a 表示 phy Denjoy- 
Wolff 点 (或 8 在 DD 中 的 不 动 点 ). 


m 
2 一 0 


ead=te 
HAD, ARR 


Ca E HD ERIH 


CLS k= 061,250} 


其 中 办 | 二 1 
. Jz =1,¢'(1)=1/2 
oa ae et are ans VZ SAVE) 
_ U+] a=1,9/(Q)=1 ws 
a= TT | AAA mae fas Alesi) 


plr) =sz+1—s 
其 中 ocs] 


a=1,9 (1) =s 


fardaleci/ Ws } 


a=1,¢' (1)=r 


A= 
l= Gra FQ)=1 


ud occ, (ar lal Vr JUL 
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ER 


C HE HD) LA 


Kx) = Geet a1, Q)=1 {er BOU {0} 


其 中 Reo FO) = (CRRI) 


__l a=0;g (0) =1/2 t a 
ge) 77. C 为 紧 算 子 {41/2) :R=011,2.0 1) 10} 


1 1 faml/3,g G/D 1/2 _ aa 
A= — et ChE Ce RR 10172) k =0,1,2,} U {0} 


下 面 各 节 对 复合 算 子 的 谱 的 讨论 与 上 表 中 列 出 的 线性 分 式 复 
合算 子 有 密切 的 联系 ,涉及 与 这 些 线性 分 式 复 合算 子 相 似 的 类 型 ， 
复合 算 子 的 谱 的 研究 远 未 完备 ,只 是 对 极 少 数 复合 算 子 的 谱 有 了 
此 了 解 , 这 里 介绍 的 只 是 现 阶段 有 一 定 进展 ,相对 来 说 较为 成 功 的 
部 分 , . 


$5.1 加 权 Hardy 空间 上 可 道 复 合算 子 的 谱 


目前 , 谱 的 性 质 有 较 深刻 了 解 的 复合 算 子 是 经 典 Hardy 空间 
及 加 权 Bergman 空间 上 的 可 北 复 合算 子 . 正如 前 面 所 述 , 复 合算 
F Cy 的 谱 的 刻画 涉及 到 9 的 不 动 点 特征 . 对 于 可 逆 的 C* 关 7 我 们 
Ba ef DM GRACE DA D Ei Mobius ER). pH D 
的 不 动 点 可 分 为 三 种 情形 : 

(在 aD 上 有 两 个 不 动 点 ; 

GE aD 上 有 一 个 不 动 点 

GIDE D AA — TAB. 

对 于 五 上 的 自 疝 构 导出 的 复合 算 子 的 谱 , 我 们 的 方法 适用 
于 权 序 列 为 PY =Oot1 OSDIR FH2CB) 空 间 , 而 经 典 
的 Hardy 空间 和 通常 的 加 标准 权 的 Bergman 空间 都 是 这 类 加 权 
Hardy 空间 的 特例 (如 当 7=1 时 为 瑟 :(D)， 当 7>>1 时 为 
AD). 
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从 第 二 章 的 讨论 ,我 们 知道 如 果 pp 为 DH A. FE A 
同 构 多, 使 得 
O WR pE AD 上 有 两 个 不 动 点 , 则 可 使 


gle ps bz) 一 下 O Aral); 


Gi) 如 果 pÉ aD 上 有 一 个 不 动 点 , 则 可 使 


四 —~§GtHz—-1 
i p ¢(z) = z+ti-1 , 


GD 如 果 g 在 DD 内 有 一 个 不 动 点 , 则 可 使 
pope pz) = i CA| = 1). 
我 们 所 要 考虑 的 空间 是 自 同 构 不 变 的 , 故 在 这 些 空间 上 Cs 相似 于 
Cr 一 CeCxy -因为 相似 算 子 有 相同 的 谱 , 故 我 们 只 要 对 上 
述 三 种 特殊 形式 的 分 式 线 性 变换 来 证 明 我 们 的 结果 ， 


S.LI 在 DD 内 有 不 动 点 的 情形 


HFR EA A A H pE EnF o it aI 
plaa 为 8 在 DD AM ASIA). HOXE C 的 谱 分 析 最 为 简单 ， 

定理 5.1.1 Rel D4DA DHARWAD 中 有 不 动 
点 . 如 果 于 (8 是 自 同 构 不 变 的 加 权 Hardy 空间 ,那么 (CA 
P Ko) 的 正 整数 次 宪 的 闭 包 : 如 果 有 某 个 正 整数 ,使 得 w (a)" 一 1， 
WMWo(C,) Cad 是 有 限 子 群 ;否则 6 (C,) =aD. 

TR 如 果 g 是 DD 上 的 椭 图 型 自 同 构 ,那么 Cs 相似 于 Cu ,其 
H Asg (a) A Al =1. BA Ci) =e At / PD BCA 
规范 正 交 基 , 故 Cu 关于 此 正 交 基 的 矩阵 是 对 和 角 抢 阵 , 而 且 对 角 元 
RA MR=0.1,2.°) AC, 的 谱 是 对 角 元 素 全 体 组 成 的 集 的 
闭 包 , 即 {9 (a)*,k=0,1,2,0% } 的 闭 包 . 如 果 有 n 使 得 二 1, 则 
o(Cy) = {六 ;此 二 0,1,2, rn}; ER n A1, Ml) oC, = fz: 
|z! 王 1}. 证 毕 ， 


5.1.2 在 3D 上 有 两 个 不 动 点 的 情形 
车 9 在 DD 内 无 不 动 点 ,确定 o(Cp) 要 更 困难 些 .下面 的 结果 给 
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出 经 典 Hardy 空间 及 加 标准 权 的 Bergman 空间 上 C, 的 谱 半 名 
PLCe) 的 一 个 估计 . l 

引 理 5. 1. 1 WMR p EHH RA h A A. Bd? =: (2 十 
DOOS ,那么 在 (8) 上 的 复合 算 子 C FRE 6(Cy) 
<p a), Hh a A phy Denjoy-Wolff 不 动 点 . 

证 明 i 2) =ACu—z)/Cl az) (EB IAI =1, let <I) HD 
到 D _£ 90 Py BRS th A FA #49. 

4 Y= UN, A? (2) =H? CD), 由 推论 3. 2. 2 知 


1 2 L+ Jao] 
由 于 PENNS T 
——}_. gie pct tle. 2 
1 [ae Sia S laco) | 1 taco?’ 
故 如 果 . 
= 19-140) /? 
lim = 1 一 1,0 |? 
存在 的 话 , 则 有 
LV H 
C) =i 1 +) = fp a| Jp eo j , 
et 让 im eT] jim It 1— jg]? | 


AA a 为 Denjoy-Woalff 点 ,由 于 9 是 抛物 或 双 曲 型 的 , 则 |a|==1. 
On SE p (a) 过 1 则 由 定理 2. 2.5 知 , {gpyC0)} 非 切 向 趋 于 a; 由 Jolia- 
Carathéodory 定理 (定理 2. 2. 2) 


一 jg la 一色 fo) 
li fi 一 人 a NS 
iT p- 0| 


如 果 Y =L {2} CD, H ze 使 得 peaa H S=limd— 
lez, |/Cl— fe, DE, h Julia-Carathéodory FH So (a) =1, 
RA 


= p (a), 


站 2 
lim 1 sup 二 于 = 


另 一 方面 ,因为 1 一 | 和 CO TS IC 一 0 1 2), 故 
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lim 5 ROE 中 Pl, 


因此 
1 |" 


im 5 — [ao |? 


即 有 
_ 1 
PCa 一 g'ar 
4 Y>, HO = AD) H Bergman 空间 (在 等 价 范 
数 的 意义 下 相等 )7E HA) A 
[FORA DA <o. 
由 于 KKz) 二 A(w 一 z)/(1 一 uz), 故 有 
1 2_ (= [wl)a — |x|”) 
1 le Cw) | = TI — tw? . 
FERRERIA 
| eD Ha — lela? dacy 


= | LF Cw) A — [p cw) rd Aw) 
LAD) . 


一 iyi — 2y¥-1 
= f rco e |g) (ew) AAC) 
= EEEE 
= | Ufc) £ 二 lal’) {dA Cu) 
<el, IFD [A — lwl? dA Cw) 
= (HHH) fapa -wporaahco， 


Hs EAR, 存在 M ,使 得 


1+ 1¢(0) |)? 
Icam eS 
由 直接 计算 及 由 Julia-Carathéodory 定理 知 , 当 9 为 抛物 型 或 
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Oh Hh UG HAH. p Cad = him (1 — |e) 1) /A— |e) FE 


1+ iew)” 


人 -a 3 i i 2 
tC, = limlCsl” < mM: | 1— [g0] 


= lim(1 — 9,0) | a 
= 1 = |a(o)| |# 
imf] il 1】 一 Pet 
KAWI oe yt 
工 一 二 =p Ca) 
在 最 后 一 步 ,我 们 利用 了 当 o AMHR ARM. ERA 
{9.<0)}) 非 切 向 趋 于 a( 定 理 2. 2. 8), 当 为 抛物 型 时 ,1g.50)} 疝 极 
RE Coricycle) F a 的 事实 .证 毕 . 


为 求 得 双 曲 型 自 同 构 导 出 的 复合 算 子 的 谱 , 确 定 对 哪些 实数 
s 可 使 函数 


noo 


= lim | 


fay={ LEE)! 
属于 Ht 有 7 十 分 重要 . 下面 的 引 理 给 出 明确 的 答案 ， 

引 理 5. 1.2 21, AGY St 1) 1s 为 实数 .函数 fle) 
二 (1 十 z)/(1 一 z)》 属于 HOH ARH |s| <Y/2. 

证 明 因为 当 * HERR) MA EAH PR 
是 有 界 的 , 故 均 为 (8) 上 的 敢 子 ,因此 只 村 确定 哪些 正 实数 5s 可 
使 得 函数 1/ (1 一 2))》 marr” E H(A. BH 


eats) 
= È reho zs 


ad — zy ie a-+ ibris) 
如 果 
Fint sY 1—Y 
> Pod pitt DIT <0, a) 


则 可 知 1/0 一 z》E HECE), th Stirling 公式 


2na ny 
lim “上 -一 
n} 


Ro 
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可 知 
Frin + s)? 
Paty 
HOAZ T s> Oe 4 AAR 24 s <7 /2, A EF Hh Mt ow HI / C142)" 
作 如 上 的 论证 , 即 可 证 得 引 理 . 证 毕 . 

易 知 函数 2) = (z 十 r)/AC1 十 rz) (0< 达 + 之 1) 是 双 曲 型 的 共 形 
AA. A xz 一 1 为 g 的 Denjoy-Wolff 点 ,下 面 关 于 双 遇 型 自 同 
构 导 出 的 复合 算 子 谱 定 理 的 证 明 中 ,关键 是 证 明 上 述 引 理 中 的 也 
数 ((1 十 z)/(1 一 z)) 实际 上 是 HC(B) 上 由 gp 导 出 的 复合 算 子 Cy 
的 特征 函数 . 

”定理 5. 1. 2 设 g 为 双 曲 型 的 圆 胡 自 同 构 ,a 为 多 的 Denjoy- 
Wolff 点 ,Btn)? 一 tn 十 1)1-"(7Y 之 1) ,那么 圆 环 

Ry = {hg (DE < jal < Ya)7} 
中 的 任 一 点 都 是 eS LMS AAT Cs 的 重 数 为 无 穷 的 特征 值 . 
而 县 Ce 的 谱 和 本 性 谱 均 为 此 圆 环 , 即 
aC) =0,(C,) = {AE Dig! (OFS Alp a) YE. 
证 明 ”由 于 相似 的 算 子 有 相同 的 谱 , 故 只 要 对 9 一 +r) 
十 re)(0<r< 切 证 明 此 定理 
固定 实数 t 和 sE( 一 7/2,Y/2), 设 


(s+it)log 


at 1X7 ~ nT, 


1 十 z 
l-z 
其 中 log 为 自然 对 数 函 数 的 主 支 , 即 了 为 函数 
Es +2} 
1—z l—z 
的 主 支 ,由 引 理 5. 1. 23 +2) Ad ER, LACA He) 
C1 一 z))* 是 有 界 的 ,因此 是 2D bkORT. Am mse ACA), 
而 且 


F(z) =exp 


+ 


5 


s+ i 
fe Kz) =| Ltr) F= 9 DTD Se. 


由 于 p01)=1 且 pg'(1) 二 (1 十 ry/(1 一 7), 敦 由 s 可 在 (一 7Y/2， 
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7Y/2) 中 变化 ,i 可 在 实 轴 上 变化 可 知 图 环 OR, 中 的 任 一 点 4 都 是 C， 
的 无 限 蛋 的 特征 值 , 

MES. 1. 1H (CICA: Ug d hF C, =C, 
Mt Cp =C MARRS. 1.1 可 知 oC OCA Ale!) 7 A 
H p LI zx 二 1 为 Denjoy-Wolff 4, APOG =1/¢'(—-1) = 
P (1), 于 是 可 知 COC ap h, 

aC IC Ag (DEA a). 
因为 算 子 的 谱 集 是 闪 集 ,又 知 C, 的 谱 在 R, PRB (CY = Rp 

因为 Cy 的 无 限 重 特征 值 必 为 C, MATE. TAC, 的 本 性 

谱 是 闭 集 , 故 RCC), ATAT | 
a(C,) =4,(C,) = Rp 

MTD EAIA E AEH p RINE. WRER DD 上 的 有 
FARRE HOD EES EN eC) EMRE. PERE 
数 9,e: Ce E C, 相似 .于 是 在 这 些 条 件 下 ,ce(C) 是 圆周 对 称 的 , 即 ; 
车 4EalC5), 则 对 任意 实数 g,eshE o( Cy) ,这 性 质 是 加 权 平移 算 子 
所 特有 的 . 已 有 许多 作者 发 表 文章 ,建立 复合 算 子 与 加 权 平 移 算 子 
各 的 密切 联系 . 给 出 许多 有 用 的 结果 [Co83][NORW87]， 

对 于 在 ID 上 有 一 个 不 动 ESTE CED FP 为 抛物 型 共 形 自 同 
构 ), 有 类 似 的 定理 ， 

EHS. 1.3 Re AMMH AW. A= nHO, 
那么 任意 YE€ aD RE 8H*(8) 上 的 复合 算 子 Co 的 无 穷 重 的 特征 
值 .而 且 . 

o(C,) =a (CH) = (A: [A] =1}. 

证 明 WFR a 为 9 的 Denjoy-Wolff 点 , 则 9 (ao) 一 1 由 引 理 5. 

1. 1M.aC CfA: (AIS), B® C=C, oC ICD. FE 
a(C,) ZC aD. 
不 失 一 般 性 ,可 设 2) = C4 Dz—-1D)/ et i- 1) Pz) = 
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((1 一 让 x 一 1)/(z 一 ;一 1) ,这 是 因为 任意 由 上 的 抛物 型 自 同 构 9 
诱导 的 复合 算 子 Cy 都 与 这 些 函 数 导 出 的 复合 算 子 相 似 . 设 

z+1 . 

z—4! > 

当 Spon. f A HB) ThA RR RR. 若 pCz) 二 [C1 十 让 x 一 
11/(z 二 一 日 , 则 Cef(e) =f) =e f(z) HY 5 之 0 时 ,了 为 
C, 的 以 a 为 特征 值 的 特征 向 量 ,由 于 对 任意 5E 39D, 存 在 如 之 0， 
IE C=O (REN) EE HOC, 的 无 穷 重 的 特征 值 . 由 此 即 可 
sa 


f(z) =exp 


s 


. o(C,) =0. (Cp) =3D. 

由 本 小 节 的 讨论 ,如 果 C 为 HC8) 上 的 可 逆 算 子 , 则 8 为 也 
上 的 共 形 自 同 构 , 由 于 相似 的 算 子 具有 相同 的 谱 , 故 要 研究 可 逆 复 
合算 子 的 谱 , 只 要 研究 三 种 典型 的 共 形 自 同 构 的 复合 算 子 的 谱 - 定 
理 5. 1.1.5.1.2 和 5,1. 3 分 别 给 出 了 椭圆 型 、 双 曲 型 和 抛物 型 三 种 
情形 下 复合 算 子 的 谱 , 由 这 些 定理 ,本 章 开 头 所 列 的 表 中 的 有 关 自 
同 构 映 射 的 结论 立即 可 得 :车 x) Ee, 1581 二 1, 由 定理 5.1.1 即 知 
o (Ce) = Tek=0,1,2 rj; 车 ple) = z+ 1)/(z++ 3), W 
K-1)=—1,90) =1H 91) =1/2,9'(— 1) = 2, 4% zx 一 1 为 
Denjoy-Wolff 点 , 故 由 定理 5. 1. 2 知 ,o(Cy) = a, (Co) = {A€EC;1/ 
(I< Ale V2) ¥ p@=C14)2-D/Gt+i- DM p= 
1B yg' (1)=1; 故 由 定理 5, 1. 3M oC = 0. (C,) =aD. 


§5.2 紧 复 合算 子 的 谱 


“在 4. 3. 4 节 中 ,我 们 讨论 了 C HRES ?的 不 动 点 的 关系 . Cr 

的 结构 与 9 的 不 动 点 的 更 进一步 的 关系 由 紧 算 子 的 谱 得 到 反映 . 
为 求 出 紧 复 合算 子 的 谱 ,我 们 需要 关于 算 子 的 谱 的 一 个 常用 引 理 ， 
引 理 5. 2, 1 i H Æ Hilbert Z H =KOL AF K AAR 
维 子 空间 ,C 是 H EEH K 和 工 不 变 的 有 界线 性 算 子 . 如果 关于 
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上 述 分 解 ,C 有 如 下 的 矩阵 表示 : 
X Y 
0 zl 或 c=] 
那么 0(C)=a(X) UolL). 
证 明 RA, REIA: C AYA XZ Oe. 而且 ， 
由 取 算 子 的 共 罗 ,我 们 又 可 知 , 只 要 对 


C= 


Xoo 
Y zl 


ame 
0 zZ 
情形 进行 证 明 即 可 . 
若 C BWM, A C-: 有 如 下 块 矩阵 表示 ， 
P Q 
cr 人 ME 
那么 由 


PQix YY if 0 
p sto elo a 
可 知 PA= AF PAX 都 为 有 限 维 空间 K LWT HIA X 
是 可 道 的 ,又 因 RX=0 可 知 尺 =0, 因 此 ,由 矩阵 的 右 下 角 可 知 [= 
RY+SZ=SZ. 交换 上 述 分 块 矩阵 的 位 置 可 得 知 = ZS, ik z a 
道 ， 
反之 ,如 果 天 各 Z 是 可 逆 算 子 , 易 知 C 也 可 道 , 事 实 上 
ca {* 人 _ i“ = XYZ) 
0 Z (t VA 

证 毕 . 

定义 5.2.1 如 果 玉 是 区 域 人 上 的 解析 函数 组 成 的 空间 ,a€ 
也, 如 加 所 有 各 阶 导数 在 a 的 计 值 征 函 都 是 召 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 
BY SEH SOA S OS PRE a 的 值 均 为 0 时 有 f(z) 三 0, 则 
BaH HARHAA. 

定理 5. 2.1 i p: DD 解析 ,a 为 pg 的 Denjoy-Wolff 点 , 且 a 
为 加 权 Hardy 空间 H OKREA. WRC, AWOL EK 
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子 , 那 么 
o(C,) = {p lain = 1,23} U {0,1}. 
证 明 因为 Cs HRAT WC; 也 为 紧 算 子 , 故 0EolCy); 设 
U, = span{K,,Ki? +, KE) 
Va HUn 在 H:(PB) 中 的 直 交 补 空间 , 记 相 应 于 分 解 HO =U. 
Vin 的 分 块 矩阵 为 
Ci 一 H at 


0 Zn 
由 于 C; (K) =Kgo= Kot UE Cs 不 变 的 , 故 C 在 wo 上 的 限 
MEERE, LA a 为 强 计 值 点 , 且 对 任意 SERA), 
FCKD = fog KP) = G e pP a) 
= fP lap’ (a) 

. = FO cap’ (a) = SP ORP), 

即 CG KP =P a) KY AA URF C; 也 是 不 变 的 ,而 且 s 
EU ERO PRISE “EK KS A 


b 7 
D pea) 


类 似 地 可 知 U 关于 Cp 是 不 变 的 于 空间 ,而 且 Cs 在 U。 上 
的 限制 关于 KK. KO KP 的 矩阵 是 上 三 角 和 矩阵 , 且 对 角 元 为 
1 Ca) se sp Ca)”. 

BRAK KD yo KOO URE Un 的 张 成 集 , 并 不 一 定 是 Un 
的 正 交 基 . G Ty Un >U n "使 得 对 任意 j=0;1,2, sm 


TK? = Yay Ke, 


则 Ta 为 线性 变换 , 记 An = (aj ino W An H Ta 的 元 余 
(redundant) 48 RE, BARK HERI An 不 是 唯一 的 ， 
再 作 线 性 变换 Ra: as 
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R,|d, = 4K, 
i. | 
AAK K, we K VIEI U ms Rn 的 秩 为 Un 的 维 数 ， 故 Rw A 
Ai Sas BE RoS = lo ;其 中 I 为 Us 上 的 恒 等 映 射 .于 是 有 


7.{ PadK?) = DaT KY) = Za Sja K?) 


BU Xt d= (dosdi ytd, EC A 

T, Rad = Rond . 
:由 此 可 知 , 虽 然 以 An 表示 线性 变换 Ta 不 是 唯一 的 ,但 它 对 我 们 
的 讨论 很 有 帮助 . 这 是 因为 如 果 /为 Du 中 的 一 个 向 量 ,了 
= > dg KY =Rad BA Taf 可 利用 An 表示 为 

Tf = Rn And). 

CK RWWA Tn) CoC An) i In COO 
Am — Aly Hs HY EBS BY 4 不 是 An 的 谱 , 设 B TRAE An — ALA) Ba = 
In 那么 
T — Ng Ru BuSn= (Te Rn 一 ARa) Bw Sm = (Rad — ARa) Boom 

= R,(Ag — An) BoSn = RslaS, = Tx. 
因为 U。 为 有 限 维 空间 , 故 RBS。 也 为 (了 ,一 ) 的 左 递 , 故 AG 
ATI BA oT)ColA). 
反之 ,qd 为 An PE A PE Ad Ad ABS 
T (Rnd) = Ry (Amd) = ACRnd) + 
故 或 是 Rd 一 0, 或 是 Rad 为 了 的 特征 向 量 , 
HE Co le Un Um 的 完 余 矩阵 的 特征 值 为 1,98 Ca), er 
gl Cay aK 
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aC; rap lon ORY a), s AC OME 
为 证 明 上 式 的 反 向 包含 式 ,我 们 要 证 明 : 对 宛 余 矩 阵 的 每 个 特征 
值 ,存在 特征 向 量 ,使 得 Ru.4 天 0, 由 于 Ko KP Ki? 是 线性 无 
关 的 , 故 有 非 零 元 ECrtd 一 (dd 使 得 Rad = 


Wd KY KO, FE Rad 即 为 了 。 相应 于 的 特征 向 量 , 从 而 A A 
Tn. 的 特征 值 ,于 是 有 
(Cf le C (159 Ca) 909 59" Cad"). 

由 于 Cy 为 HH:(8) 中 的 紧 算 子 , 而 span{Ky :7 一 0,1,2，…") 在 
HE (BY BRR HOY moo, ||Zn || 0 AERIS Y e 汪 0, 取 m 充分 
大 ,使 得 |Z。|<s， 由 引 理 5, 2. 1 知 otCy = a (X,,} UetZ,.)> ff 

a(X,) C {Lp (a) ,ep (ay), 
(ZC (zs |z| <e}, A © WEEE acC? = {1,0} U ig, 
g ay? g a"s). 从 而 证 得 
a(Cy) = {0} U (Le! Ca) n=0,1,2,..}. 

HE. 

”定理 5. 2. 1 几乎 完全 回答 了 加 权 Hardy 空间 上 紧 复 合算 子 的 
谱 的 问题 . 这 里 我 们 是 对 单位 罚 盘 上 的 空间 Ae E tii RAE 
明 的 ,但 其 证 明 只 要 作 适 当 的 修改 即 可 知 ,对 于 CY 中 的 单位 球 By 
而 言 ,相应 的 结论 也 成 立 [Me84a][Zo89b], 如 果 空 间 HO E 
KEES, J n*am = co, 则 出 定理 4. 3.13 知 ,8 在 万 
内 有 不 动 点 , 故 定理 5. 2. 1 条 件 满 足 . PEE THE ke DAG)? 
< oo 的 情形 ,定理 对 一 些 H:(8) 也 可 应 用 . 例如 , 若 权 序列 BC) 
一 exp(z)(1/2<<a<<1) ,在 第 四 章 中 例 4. 3. BRK) = 1/20 +2) 
给 出 这 些 空间 H(8) 上 的 紧 算 子 ,注意 到 plz) 有 Denjoy-Wolff 点 
一 1; 在 这 些 空间 中 可 知 z=1 是 强 计 值 点 [Cal62,p. 331j, 这 说 明 
定理 5.2.1 对 这 些 空间 上 的 由 pCz) 二 1/2(1 十 z) 给 出 的 复合 算 子 
成 立 ， . l 

.由 此 定理 ,在 本 章 开 头 所 列表 格 中 的 两 种 紧 算 子 情形 的 特例 ， 
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关于 谱 的 结论 可 得 到 证 实 . 
§5.3 Hardy 空间 HCD) 上 复合 算 子 的 谱 


对 于 加 权 Hardy 空间 上 的 可 逆 复 合算 子 ( 即 由 D 上 的 共 形 自 
同 构 导 出 的 复合 算 子 ) 和 紧 复 合算 子 的 谱 , 现 已 基本 上 清楚 . 对 于 
-一 般 的 情形 ,复合 算 子 的 谱 的 结构 相当 复杂 . 研究 表明 ,复合 算 子 
的 谱 不 仅 与 9 的 Denioy-Wolff 点 a 的 位 置 有 关 , 也 与 值 9 Ca) 有 
关 . 我 们 将 在 H:CD) 中 就 不 同 的 情形 ,分 类 研究 Ce 的 谱 . 


5.3.1 边界 不 动 点 (g(a) 过) 情形 


我 们 先 考虑 9 的 Denjoy-Wolff 不 动 点 a€3D, 且 9 a) 过 1 的 
情形 . 由 52.3 知 ,这 时 存在 DD 中 的 解析 函数 o E DED E. 
p- o=0 ° p HF O@)= {1 十 sj)z 十 (1 一 上 )} 了 /C1 一 s)z 十 (1 十 
5)),s 二 9' (a). 首先 注意 到 这 时 Co 的 谱 具 有 圆周 对 称 性 . 

定理 5.3.1 We:D-D ET ac aD 为 9 的 Denjoy-Wolff 点 
A wa)<1, 那 么 对 任意 实数 0D) EHRT Ce 相似 于 ECs 
特别 地 ,如 果 AC o(C,) , 则 对 任意 实数 Gre ME lC). 

证 明 设 S$=9(o 过 1, 由 和 迭代 模型 定理 (定理 2. 3. 1) 及 推论 
2, 3- 1 知 ,存在 D 中 解析 的 函数 o, tE DCD, Pog=a- pH 
中 


(1 十 s)z 十 (1 一 5 
(1 一 s)z 十 人 1 十 和 


对 任意 给 定 的 实数 8, 令 8 二 8(logp (a) t), F(z) =expGflogl(1 
+2)—-2) "DF 
 F(B(z)) = expGflogl + (2) 一 更 (z)) 
= F(z) (2 € D) 


iz) = 


ei < | flz)| See. 
iz /一 了。 o,f fe g=Fe°ae g=F a Do one" F G o=" f, A 
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f f/f 在 五”(D) 中 ,由 此 可 知 , 解 析 Toeplitz 算 子 T,(T (A) (2) 
=f DEAR HATEHA T. 对 hE HD), 
(TFICAITH =OS > phe p) 
=6 (TAU TCA 
=P Ch) = (e"C,) (hk) » 
即 C, 45 e"C, 相似. 

由 于 相似 算 子 有 相同 的 谱 ,再 由 谱 映 射 定理 ,eC 的 谱 为 e* 
HEV C AVE. AE lC), Mi PAE o(C,) TEX. 

本 节 主 要 定理 证 明基 于 一 个 类 似 于 加 权 平 移 的 结果 , 先 引进 
9 的 迭代 序列 的 概念 

定义 5,3.1 设 {z}iCxCD, 如 果 玉 < 过 kM 时 gz) = 24415 M 
称 该 序列 为 pg 的 迭代 序列 ,其 中 天 和 MM ALR took ARM. 

”下 面 我 们 将 看 到 9 的 选 代 序 列 所 起 的 作用 : 当 的 迭代 序列 
分 离 时 ,由 此 选 代 序列 产生 的 核 函 孝 列 像 一 组 “ 正 交 基 ”, 关 于 这 组 
“ 基 ”C* 的 作用 就 像 一 个 加 权 平 移 算 子 . 而 县, 由 这 些 核 函数 张 成 
的 空间 为 C; 的 不 变 子 空间 ,因此 ,关于 C 的 谱 的 信息 林 由 加 权 
平移 的 谱 信息 得 到 . 

如 果 人 -是 由 互 不 相同 点 组 成 的 关于 9 的 迭代 序列 (p 不 
EDAD LA BW). ABA lim|z.|=1. 事实 上 , 若 5 为 此 序列 的 
极限 点 且 15| 过 1. 如 果 a 为 pg 的 Denjoy-Wolff RH b=a. AA 6 By 
e ARER AF b F z, = p C ) (n= hp — k > 0) BF) OR E 
By. 但 这 与 迭代 序列 的 子 序列 (zs } 当 ka OORT 6 F 另 
一 方面 ,如 困 bAa HAE e> 0,1 DS {z,|z—6|<e} CD, {A 
a& Do XR, D., ERI RF a, 于 是 存在 2 使 得 BODO ND 
Sth 站 一 一 co 时 za >b Fe. 

如 果 9 不 是 D HY ff E 自 AR, 2ED,> m= lz) 9 mg {estimo 
或 是 为 由 不 同 点 组 成 的 迭代 序列 ,或 是 存在 一 个 最 小 的 M ,使 得 
Pulz) =ala 为 9 在 万 中 的 Denjoy-Wolff 点 ) ,从 而 是 一 个 (对 0 
祥 M) 由 不 同 的 点 组 成 的 近代 序列 ,而且 或 是 不 存在 wE D, ER 
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JYw) 二 zo: 或 是 存在 z-1ED, 使 得 glz-1) 一 zo. 因 此 ,DD 中 的 任 一 点 
都 至 少 在 一 个 由 不 同 点 组 成 的 迭代 序列 {z，) 丛 x 之 中 ,对 这 迁 代 序 
NH M=, Ml lima =a; M<, Ml wz) =a; F Kao, 
则 lm|z|=a; 若 下 之 一 oo, 则 不 存在 wED, 使 得 Ge) = 2x. 

对 于 = 一 co,M 一 0 情形 ,我 们 最 感 兴趣 , 这 时 ,lm a=b, 
limglrb) =b€ aD, mE b RE pH Denjoy-Wolff 不 动 点 (这 时 9 的 
Denjoy-Wolff 点 a€ D) RAH Wolff 定理 ,可 知 p (2) > 1,30 9 
在 6 的 某 邻 域 中 解析 ,那么 存在 o> 0.8 TE De = (z leb S 
e m, TA gH D BRA DD., 利 用 达 代 模型 可 知 存在 D. 到 半 
平面 的 解析 映射 $, 使 得 (5) 一 0 且 


WE'D) = (py) GED). 


HA p ERA, i g bAa, MBER - PRR 
数 因子 的 意义 下 是 唯一 的 . 我们 可 设 烛 将 {15:1 一 e<<r 过 1} 映 成 在 
0 点 与 正 实 轴 相 切 的 曲线 . 由 乡 的 共 形 性 可 知 , 如 果 53>0 充 分 小 ， 
EODD) W g'((0,6)) CD 为 与 {rb;0 达 7r 之 1} 相 切 的 
曲线 ,对 wEC0,), 邻 z= 六 (9 (6) w) (8 二 0:1,2,…), 则 得 9 
Ay EPR IRR (zp) on HEY j 一 一 oc 时 EAF b 由 此 
可 知 ,这 样 的 序列 是 很 多 的 ,事实 上 ,在 在 不 可 数 个 这 样 的 迭代 序 
列 . 
定理 5. 3.2 设 ypD>D 解析 ,yp 不 是 了 的 自 同 构 ,C% A e 

导出 的 HCD) 上 的 复合 算 子 . WR Oe 3D,65 为 的 不 动 点 且 
P (DSLT E 9 在 6 的 邻 域 中 解析 ,那么 对 任意 0<p<<g' (的 
{as lal =p) NaC #2. 

证明 前 面 的 讨论 说 明 , 由 9 在 不 动 点 & WY SES THE AT 
知 ,存在 不 可 数 个 迭代 序列 {z)}?--=， 使 得 当 和 一 一 cc 时 , 坟 非 切 疝 
WEF b BEREE AEREN e) T 
(1 — |e |237 

1 一 zz 


&(z) 一 
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为 点 z 的 规范 再 生 核 ， 
设 p<p<pg' h, Al = 


一 1 1 
h(x) = 3 x ; =k zl 让 k, (2). 
5 一 一 加 ži 


因为 
jim 5 和 gl (b), 
存在 常数 C, 使 得 
_ jaf 1— izl)? of TT Lake 
A|-4-1 = i-1 +1 
al EG] = 下 二 名 | 


<c{t fal -cl2 
HA lel=1, k a 的 级 数 是 绝对 收 钙 的 ,从 而 是 在 A? CD) PU 


的 , 且 


: 1 
] 一 EA z 


r a 


一 1 
(C3 — Wh= >; aml 


j=~% 


_ Sy 1— Jz}? - 
区 | Ije ki = ho. 
MR aC N A: |Al=e}= PD ABA RE BR 9, (CY 一 
pe") FETE, & 
Q= Fa), (Ce = ee) dl 


则 


1 
= Jd [i cin 1— lzol?\? | 
D ral ee 1 一 T) kdb 
_ {1 lwl’ 二 
加 ] 一 |z- il? 4 
于 是 , 记 K. (2) =1/(1—m2) WA QK. =K. iAH Ce QK. = 
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K. ,因为 Q 为 C; 的 有 理 函数 , 故 它们 可 交换 ,从 而 有 QC} K= 
K,. 


对 每 个 这 样 的 选 代 序 列 {z}%--< ,上述 论 证 说 明 Cy QK。 = 
O OGK =K ,因为 存在 不 可 数 个 这 样 的 m, 它 们 的 核 函 数 张 成 
于 (CD), 因 此 我 们 有 CASC =71, 又 因为 9 不 是 自 同 构 ,C? 不 
能 为 可 逆 算 子 , 从 而 得 矛盾 . 证 毕 . 

推论 5. 3.1 如 果 9 如同 定理 5 3. 2 所 设 , 则 Cs 的 每 个 特征 值 
的 重 数 皆 为 无 穷 . 

证 明 由 定理 5. 3. 1 的 证 明 可 知 ， 有 无 穷 多 个 线性 独立 的 有 界 
解析 函数 f;, 使 得 e p= Fi WMR hE ker(C,—AD, H AAO, MA 
(Cy—A) fih= Fath > p— ah) = 0, ker (C,— Al) IE EW. 证 毕 . 

我 们 可 利用 函数 © A o 去 求 出 Cy 的 特征 值 的 一 个 图 环 ， 

定理 $. 3.3 ił p: D—>D 解析 ,a€ aD 为 多 的 Denjoy-Wolff 
Ag’ <I, 如 果 

ORANET (a)?, 
那么 4 是 Cy 的 特征 值 ,而 且 重 数 为 元 穷 ， 
证 明 OX} —1/2<r<1/2, mK 


ge) =| r 


1 一 之 
为 CD) 中 的 函数 ,对 实数 B.S 
F(z) = exp((r — iPlogl 0 +H 2) (1 ~ 2) ']), 
由 ei|gotz) | 所 |F(2) | Se"? | g(x) |, PE H'D), HF o 
在 万 内 解析 , 且 vCD)CP, 故 可 导出 到 (D) 上 的 有 界 复合 算 子 ， 
iF ce H*(D) ,容易 验证 ， 
C F eo) = Fearg= Fe Gea 
一 exp(— (r — iP loge’ (a)) F ° a, 
因 些 ,对 于 复数 Ae 
g(a? AT g(a, 
则 存在 无 穷 多 个 r+ 一直 ,使 得 4 一 exp( 一 (r 一 访 )logy'(a)), 因 而 4 
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EC, 的 重 数 为 无 穷 的 特征 值 . 证 毕 . 
上 面 定理 指出 贺 环 
{a:p (a)? < A a) 
中 的 点 都 为 Cy 的 无 穷 重 的 特征 值 ， 在 此 回环 外 可 能 还 会 有 许多 特 
征 值 或 其 他 类 型 的 谱 , 这 与 g 的 不 动 点 有 关 . 下 面 的 定理 指出 , 当 


yg 在 3D 上 有 一 些 ( 有 限 个 ) 不 动 点 时 ,加 环 的 内 边界 还 可 青 缩 小 
Ki, 

定理 5. 3.4 tte D-DRh. Ae EME DE RY 
fe, |e) |=1} = (asbisbes = sbi), EP a W pI Denjoy- Wolff 
AI A b sbr ob 为 9 的 其 他 不 动感， g a<]. 如 果 

max {gp (bij = 1,25" .有 < AL < eae, 
WW AW C, 的 特征 值 , 卫 重 数 为 无 穷 ， 

证 明 设 普 一 max{gr (6) :fj=1522°" 5k} SHG (a). HOM a 
如 前 面 所 述 . 由 定理 5. 3. 1 的 证 明 可 知 , 对 每 个 单位 复数 wk, 存在 无 
穷 多 个 有 界 解 析 函 数 Jo ER fa p= fs 由 此 及 推论 5. 3. 1 可 
知 ,只 要 证 明 每 个 正 实数 AG As?) PEEL T. 

对 上 述 实数 A, 2 —=loga/logs, Bf A=s HHH Pe o=ae p 
D(z)= LCL +s)z+ C1 一 sy /LCi 一 3)z 十 (1 十 5)] 可 得 知 


fe oD) _ {1—P(lz)))* _ =| — a(z) 
1 + o€¢2z)) 14+ @(e(r))} ~~ (1+ olz) 
FCO e/a) Ty 则 有 
Cf = af, 
因此 , 若 证 得 f€ HD), 则 定理 即 得 证 . 事实 上 ,我 们 可 证 明 
1 — alz) -+ 
he < MIL e-z, 


其 中 p< 之 1/2, 于 是 上 边 不 等 式 右 端 函数 属于 ACD). ATER 
fEH2OD), 由 于 当 zeat ole) tH oe gp e o 可知, 如 果 
he) | <1 Ill ole) <1 Ae ABS = 趋 于 每 个 不 动 点 5E 
{by sbar te pbs} Et [1 tol) | 的 增长 速度 . 

”最 rot r ear eiss H Ca (log] /s)) /logr<21/2, W ê 
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使 得 当 |5 一 z|< 作 时 有 |9 6) 一 9 (2) | <r rs H olb 
bP, [ole 1<1. 
K= (6: lbt as HA EME |w—o| <6 的 wE DG 
t= gw) } 
= {we D: wbi SO) ME: |b -El et. 
WW KY DAK ER, ti ABI ED Hjóla, BARE 
1 一 Az) |<d, RE Az) CK. ANAT RIE BM n HE aE K. 设 
g =sup{ |6—£} SEK}. 
E 为 正 整 数 ,使 得 和 (2 各 天 ,那么 sipir) ~®,(a(2)). 因 
Bz) BORK oe) = 8_, lalaa) E D- aK), AW 
glKK) 是 也 的 紧 子 集 , 由 此 可 知 |1 十 se(z) KMS SE MI 为 党 
数 . 下面 估计 使 得 (xz)EK By TE HB RE n 
an |o—2z| <6, Sl 


i . 
[5 Az} = rw- (1 一 t)z) (È — 2)di| 
G 
= ļ|b-—el 


. le (6) 一 [eo () — g¢b- A Dadel 
> |b — zip O — rr rlo el. 
A mR gela BA 
|b — AAD | Srlb— p| Ir jó -- zl, 
FE, MA n ERRO le 的 最 小 正 整数 , 它 是 使 得 AG) 
EK URDE MLE l-ap Srle- AE A 
得 n<log(s lb—z|7)/logr. 最 后 可 得 


| 1 = alz) 
1 二 alz}| ~ 


<2 |i oe Ms = Mexp 


nzlog -- 4 


<= M exp| zlog 3 ~ tog Ib — z|~1)/logr 


— M, |b _ g| rere, 
其 中 M,A M, WER. 因为 log (1/s)/logr 达 1/2.6 Aldi sbas*s 
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豆 } 中 的 任 一 元 素 , 由 此 可知 定理 成 立 . 证 毕 . 

这 个 结果 可 作 进 一 步 的 推广 . 如果 p: D> D 解析 ,9 的 
Denjoy-Wolff 点 a€ ID, g (a) <1 AA d>, (88 o Aire D: |z— 
aled) LEZ, A iglz):2€D, l-al SRST DRETA 
Lp, IA HOCA Kp (ae) AC, 重 数 为 无 穷 的 特征 值 . 
因为 这 时 对 任意 zx>0,001 一 otz))/(1 十 oCz)))* HH RBM. 

综合 上 述 定 理 及 定理 5. 3. 2, 我 们 可 确定 一 类 复合 算 子 的 谱 . 

定理 5. 3.5 it p: D>D 解析 ,aE€ aD 为 ?的 Denjoy- Wolff 
Ag (a) 之 1, 如 果 存 在 正 整 数 六 ,使 得 pt D EER, Ri”: 
| ge*) |=1}= lasb, sar sha} ;其 中 By bast sbr 是 Pui 的 不 动 点 9 
H 9 在 每 个 5{j=1,2,…, 如 的 邻 域 中 解析 ,那么 

(Cy) = {as [Al Sp a?) 

证 明 因为 函数 oy 满足 定理 5. 3.2 和 定理 5. 3. RAE, 
由 定理 5. 3. 2, 对 于 0<p< maxon lh), {4: 141=p} 人 NN 
OC IAD. 由 定理 5. 3. AF, X} marp D < p< pha) = 
PCa) 人 | 一 后门 (CC IAD. AW C,, =C?. FA ce 
TA AER ppa E, A | 二 p} 门 oCCy) 关 弛 ,再 由 定理 
5. 3. 1 即 可 知 - 

a(C,) = {a, JA < p aD 
证 毕 

推论 5. 3, 2 i 8 不 是 有 限 Blaschke RK, HE D HR BM 
中 解析 ,及 op DCD, WE ph Denjoy-Wolff 8 a€ 3D Hg’ G@< 
1,3 | 

a(C,) = {a, |a] < of (a) 7}. 

证 明 AA ot D LRH. AREA Blaschke AR, Mie": 
loCe*> |= 1) EA PRR. 对 某 个 NN, 可 使 {e*; |ryle | 二 1} 恰 由 w 
的 有 限 个 不 动 点 组 成 , 故 由 定理 5. 3. 4 即 知 结论 成 立 . 证 毕 ， 

复合 算 子 C,HBAAS ABN MERE SC; 的 谱 得 到 ， 
”由 于 CC? EKK C 的 谱 与 加 权 平 移 算 子 有 着 密切 的 关 
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系 . 
先 回顾 插值 序列 的 概念 ; 设 {z;}CD, 如 果 对 任意 给 定 的 有 界 
序列 {c;} FED EMA ART PRR f ,使 得 了 (zy)=cj, 则 称 {zj) 为 
插值 序列 . 插值 序列 是 Blaschke 序列 , 它 比 较 分 散 ,以 致 于 存在 
5>0, 使 得 对 每 个 nE {z;} ,; 当 kFj 时 | BCs) |>é, Hep B EW 
2 GFA Ai Blaschke RR. 
定理 5.3.6 WME g:D-D HE D LRF, 9H) Denjoy-Wolff 
点 a€ aD, p a<. Bi{z}CD 且 对 所 有 jege = z Utz} 
为 零点 的 Blaschke 乘积 记 为 吾 ,以 {ej) 表 示 刀 中 通常 的 规范 正 交 
基 . 如 果 算 子 S 如 下 定义 ， 
s| 1 =ar =e, 


1 — zz 


那么 5 是 (BH?)+ 到 上 的 有 界 驶 射 ,而 且 S 有 有 界 道 映射 . 
. ”证 明 设 {z)} 为 pg 的 迭代 序列 ,B 为 以 {z)} 为 零点 的 Blaschke 
FER. RARE, RANE /一 0 为 该 序列 的 最 小 足 标 ,或 了 可 为 


任意 整数 , 设 
V1— Izl? 
1 


一 ziz 


(2) = 


为 关于 点 z 的 规范 再 生 核 . 因为 z; 为 B 的 零点 , 故 对 任意 SE 


H'D), 
(Bsk = N1 |z, PB) fle) = 0, 

K RE 《BH?)+, 另 一 方面 ,如 果 gEHD), Htg,k)=00Y 7), 50 
对 任意 j,g(z,) 二 0, 由 正 函 教 的 分 解 定理 ,看 在 SEHD ,使 得 
g=Bf, F féspan{(K;} = (BH")+, 

如 果 {z} 的 足 标 是 所 有 整数 ,2 一 lim---zi 为 不 动 点 ,由 于 假 
设 p 在 D 上 解析 , 故 当 7 一 一 oo 时 ,zi 非 切 向 地 超 于 bm A 
imj- C1— ly D/A | zp (= 1/9’), AA aE aD 为 Denjoy- 
Wolff 不 动 点 , 故 可 知 1/g'(5) 志 g(a), 故 存在 p 和 正 整 数 J 了 ,使 得 
当 jed 时 有 
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1 一 Izl <p<l; 


1 一 [zl 

1— lz| 
— ol. 
1 一 Ey P 


对 正 整数 m AMEFURA m IHR m PEEK HE R 
mm 个 子 序列 . 注意 到 当 m 充分 大 时 ,可 选取 比 上 述 的 p 稍 大 一 点 
的 p, 使 得 对 r=0,1,250-.m—1& jel, 


一 | ztitDtr| <p. 


= 一 [Zait 
类 似 地 对 7<0, 也 有 上 述 佑 计 . 
对 r= 二 0,1,2,"… ym 一 1, 设 B, 是 以 zap lp=r ,9 一 1) 为 零 
点 的 Blaschke 乘积 .并 设 如 .一 1( 注 意 到 Bo 一 B), 对 7+ 二 0,1,2,…， 
m 一 1;j 为 整数 (车 狼 的 足 标 从 7 二 0 始 , 则 j 为 非 负 整数 ). 设 ,为 
(BH?)+ 中 如 下 给 定 的 向 量 : 


€n; (2) = knji Bao TI [zmr] 


Zm+r 二 一 Lt eZ 
ARA RHO AAEE. 如 果 当 ry <r, Bk n= 
T2 „jiji ster, js (re sja) , 则 当 (r; id= (rz , 7) 时 ， 


Cen Erai? 


Xmttr = 


= (lp lzmetp] smtp— Z k 
一 mj tr — Rmi try 
, (yd CEP DEO ig tP 1 — att pe 


1 
一 234 
二 (1 一 | gm,+r, | 2 Rj tr (Zins try 
(ed PS PATE Cry dg? 


. EA Cmltp — Fmi tra . 


Smtrp | — Smtr p%mj, +r, 
Fs aR A — 项 为 0, 故 上 式 为 0, 而 
ler, jbr, D = Chnjtrokmi d = 1, 
在 (BH*)+ 上 定义 算 子 A 为 
Alen) = Rmjtrs 
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以 上 面 给 定 的 字典 序 和 将 {6,,;} 排 序 , 则 4 关于 这 组 大 的 矩阵 的 元 素 
为 
《4e. ro 一 (Ree, +r, yr js? 


一 [Bag te, | Er peh ahte 
EOS BX JH EEE FP = fy 
阵 . BAP TAS BBE SF Fd E e) OF EY RAY m 
Xm Sy HB RE, BHN F E Fe] A A BE OCB. (rr =051, 
Zee om — DÉSIRE BE. Rt Cra j) < Cray ja) ,矩阵 元 满足 


| (Ae, 5, er | < af 1 = 下 P [Bj te, Cp te, ) | 
a (1 — | ni, +r, C1 一 | uj, +7, 17) 


|1 一 jy te, Mini, + | | 


对 于 0<|uw|<1 及 |z|<1， 


0 = [2/90 — lw!) < 4G 一 kDa — Jol 


|1 一 we| 1 — lwllz|l 
< VG 一 [2/90 一 El A 
fep felie [w | 


, flo bel 
1— l|’ 

因为 仅 有 有 限 个 序列 的 点 在 半径 为 1/2 的 圆 盘 内 , 故 存在 常数 C， 
AMOS pS» 


. 1— | ani, +r | _ 
| (Ae, i 2€r,.i,) | =C 1 Z [a T < < Co" 41/2, 
RAL MRO Sf» WU 
. 一 fenir | =j |72 
| (Ae, dy Orgs PISCE < Cpt A! . 
va i ~~ | gm, +r, | 全 
同样 WR AA LAMBA Hh WA 


[Aer i, oui? | SCOT Ate, 


Era 
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另 一 方面 , 若 刻 和 LS. AK lim- oza 和 lim,_..2;=5 
AS leman DAS lemt l) 


| 1 一 Zmaj tr, semi +r | 


AO laman DA — lintr l? ) 
= m — ža] 


这 时 ,我 们 也 有 
| (Ae, i serj? | < C 


(1 — ean DA lenan) 


L Ceri hN, 


因此 ,4 的 每 一 个 分 块 矩阵 都 出 元 素 为 Co" Ay Toeplitz RF 
控制 ,而 这 样 的 Toeplitz 矩阵 定义 了 一 个 有 界 算 子 , 从 而 4 的 每 个 
分 块 矩阵 都 是 有 界 算 子 ,因为 仅 有 有 限 块 , 故 4 为 有 界 的 . 

”为 证 明 4 的 可 逆 性 ,注意 到 这 样 的 分 类 ;如 果 4 有 (有 限 ) 分 
块 下 三 角形 式 ,而 且 在 主 对 角 线 上 的 每 块 都 是 可 逆 的 ,那么 4 是 
可 逆 的 ( 见 引 理 5, 2, D. 在 对 角 线 上 的 每 个 块 矩 阵 都 是 下 三 角 的 ， 
且 块 的 对 角 元 满足 


[Aeryen p |= | aitri] = V1 — lentel lei mjt) | 


= [Ba (Ena) I Satter Amite | 


feat] 


HERE PARKS EM BR RAR SH 
Blaschke REARS mr 和 了 有 关 的 下 界 O>0. BRD, 表示 元 为 
(4e:er FX BERE, A, 表示 4 的 对 角 线 上 相应 于 等 价 类 [zj 的 
块 矩 阵 , 那 么 A FYI BAL D7 A, BPD. D'A 的 对 角 元 都 为 
1. 由 上 述 的 估计 ,对 角 线 下 面 的 元 满足 


KDA, en, reg SOE ， 


] 一 Eml tr 人 omitr 


这 说 明 DAI IDR Co itz $8 
阵 控制 ,而 此 Toeplitz SAE Coz /(8C —p7)), HERR ,使 
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得 此 值 小 于 1; 那 么 对 每 个 ,1 Pr:4. 一 咱 <1, 这 说 明 D A, 是 可 
MA. FRET A. 可 道 , 从 而 A 可 道 ， 

这 就 说 明了 规范 再 生 核 与 《8H*)+ 的 一 规范 正 交 菇 的 等 价 
性 .因为 一 切 无 限 维 可 分 Hilbert SABES Orn. AS 4 与 一 个 
(BH -到 关上 的 丁 算 子 就 可 得 到 所 要 求 的 算 子 8 ,证 毕 . 

如 果 {z)) 为 8 的 迭代 序列 , 则 Cs 平移 这 组 基 名 : 


Co D= Co N1 lal PK. = V1 izl Kap 


f 1 — lz 
= V1— ly Ka = J pe ee 


注意 到 如 果 lim 一 a 和 lim z = b, HAH FRE 


(Vaga le a i 
{Ag DTE < |A| p Cath. 
l 于 是 利用 加 权 平移 可 知 复合 算 子 谱 的 外 圆 部 分 ， 而 其 中 心 部 分 似 
乎 与 加 权 平 移 没 多 大 关系 . 
推论 5. 3.3 WE p: DD 在 万 上 解析 ,yp 的 Denjoy-Wolff 点 
a€ 9D H p (lo) 之 1, 那 么 存在 Hi(D) 的 子 空间 MM ,使 得 在 Ci 映射 
下 是 不 变 的 ,而 且 Cs {x 相应 于 一 个 加 权 平 移 算 子 ， 


5.3.2 内 部 不 动 点 的 情形 


在 本 小 节 中 ,我 们 考虑 其 符号 pE D 内 有 一 个 不 动 点 的 非 紧 
复合 算 子 的 谱 . 在 这 种 情形 , 若 q 不 是 DH AAW. AM (CRE 
特征 值 外 还 包含 有 一 个 圆 盘 . 

.由 Schrader 函数 方程 的 讨论 可 知 , 对 一 些 特 殊 的 值 4, 满 足 函 
AHE S= ORR BR PREM ETRE 
H (DF. AE, RM AMARA S A DE D 中 的 单 叶 解析 
函数 的 复合 算 子 进行 讨论 . 对 于 一 些 其 他 已 知 的 结果 的 证 明 与 这 
里 叙述 的 或 相似 或 有 紧密 联系 ,但 要 克服 更 多 的 技巧 性 方面 的 町 
EL 为 节约 篇 幅 , 我 们 有 时 述 而 不 证 . 
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本 节 的 主要 结果 基于 上 节 提 到 的 平移 算 于 的 类 似 结果 . 在 上 
节 中 我 们 知道 对 于 一 个 迭代 序列 的 较 钵 数 起 着 类 似 于 规范 正 交 基 
的 作用 . 而 复合 算 子 的 共 轿 Cs 对 此 组 基 来 说 起 着 加 权 平 移 算 子 
”的 作用 , 但 对 Denjoy-Wolff 点 a€ aD 情形 ,由 于 任意 点 的 选 代 序 
列 都 收 仑 于 aEDD, 相 对 这 序列 的 核 函 数 序 列 变 得 极 不 像 规范 正 交 
基 . 
在 定理 4. 3. 1 中 给 出 的 关于 复合 算 子 的 本 性 范 数 的 简单 估计 ， 
在 9 为 单 叶 的 情形 是 精确 的 , 且 可 求 出 本 性 谱 半 径 . 

定理 5. 3.7 ME gp:D 一 D WAM BH BR, WW HCD) 上 的 
HERT C 的 本 性 范 数 为 


Kal 
Cyl. = lim sup TIET + 


本 性 谱 半径 为 
| l t 


p= lim lim sup IK 


Bt a Hm 9 的 第 上 次 迭代 . 

证 明 因为 pg 是 单 叶 的 , 故 对 于 uE pD), Ne lu) 二 
—loglg Cw) | ;因为 lim (1 一 x )/logx 一 一 2, 由 $4.3. 1 节 的 讨论 ， 
pw) =u MA 

Ic = lim sup 
而 本 性 谱 半 径 为 
P= BRIGID = Balono 


Nelu) im sup LK gu N ， 
二 Jogje "mer Kull? 


= lim lim su IK, (w) 站 二 
we Kul 


证 毕 . 

下 面 定理 指出 ， 在 我 们 考虑 的 情形 ,eCC,) 包 含 了 p aras 
O, l,2i ). 

定理 $. 3.8 WMF p:D>D 解析 ,gla) =a 且 aED, 那 么 
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oC D {1} U (ep! Cain = 1,250}, 

证 明 因为 Ya)==aED, 设 为 DD 中 交换 0 与 a 的 自 同 构 , 那 
么 Cs 与 Cy_1.g.v 相 似 且 六 1!。 pop(0) 二 0， 故 不 失 一 般 性 ,我 们 可 
设 g0)==0. 于 是 有 9z) 二 9g'(0)z 十 Coz? 十 … C, RF HD) By 
规范 正 交 基 {z} 的 矩阵 是 下 三 角 的 ,而 且 其 对 角 宛 案 为 1,g' (0)， 
9 OY, 在 引 理 5.2, 1 中 取 世 为 五 。, 其 中 五 。 是 由 次 数 大 于 等 
于 za 的 单项 式 构成 的 子 空间 ,和 为 对 角 元 素 为 1,z (0), 900), 
enp (OTH m Xm 下 三 角 矩 阵 , 入 此 这 些 数 是 壬 的 谱 , 由 引 理 
5. 2.1 知 , 这 些 数 都 为 Cs 的 谱 , 由 m 的 任意 性 即 知 定理 5. 3. 8 成 
立 ; 证 毕 ， 

在 我 们 的 主要 定理 的 证 明 中 ， 最 主 要 的 技巧 是 对 视 为 平移 基 
的 核 阔 数 的 大 小 的 控制 . 在 考虑 通常 的 加 权 平 移 算 子 时 ,平移 基 是 
正 变 基 , 故 特征 向 量 可 表示 成 为 一 个 无 穷 级 数 ,其 范 数 易于 计算 ， 
”而 现在 ,在 级 数 中 的 核 函 数 不 是 正 交 的 ,级 数 的 范 教 也 难以 求 出 ， 
因为 这 些 核 函 数 计 值 点 是 8 的 迭代 序列 ,这 要 求 我 们 去 了 解 各 次 
迁 代 离 原 点 有 多 远 ( 这 时 ,对 每 个 zED, 原 点 为 {9,.(z)} 的 极限 ). 
下 面 引 理 给 出 一 个 点 离开 DD 的 边界 的 速度 的 估计 . 

.3[ 理 5. 3. 1 OR 9. D-D 解析 ,gl0)=0 有 目 p THA RY. 则 
对 0<r<]1, 存 在 A> 1 AMO zl Sr 有 


l~ | oz | > A. 
1 一 |z| 


证 明 由 Schwarz 引 理 并 注意 到 gp 椒 是 自 同 构 的 事实 ,可 知 
对 一 切 zE PAD lee [<2]. ROM zE Dic 40). 8 


eal 


另 一 方面 ,存在 5,E 3D, 使 得 


inf flp" H] = lim inf 1— Irol = g' (bo), 


事实 上 , 令 p= inf |e! OLEN f€ aD. Fle >p, M 
E> CE aD AAA AQ) = lz: |z cee, 使 得 对 一 切 E 
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A@)ND, 


EKL p+ ect). 


由 有 限 覆 盖 定 理 , 存 在 有 限 子 覆 盖 AG AG) AC) EE 
”3DC DUA), 故 存在 0<ro<1, 使 得 {zro<1z|<1}C DAE, 
4> e= min(e): :j= 二 11:2, m 那么 在 此 图 环 上 


Lial >Pt+e, 


这 与 8 的 定义 矛盾 , BOT A o E) | 1. SR gp! Co) |= 1, h Julia 
引 理 , 对 任意 eo. op RAK 

(z € Dilz- EPa — jz|*)} 
he Ate Bk AE — Pee EP RZ. AAA HOE 
HE ie SR A,» GAY A HO< <1, 


oh 1 一 4 
|d He) >1— IFR Type 


这 与 |gz) | 过 |z| 矛 盾 . 于是, |g' (La) [> ETE rE (0,1), 使 得 
7 所 |z| 所 1 时 ， 


Laoly OLH sy, 


1— izl 


REMF {24} CD, WME h> (he) E HDA E 

的 映射 , 则 称 之 为 插值 序列 , 由 闭 图 像 定 理 知 ,对 任意 有 界 序列 , 存 

FERC H™(D) ,使 得 的 范 数 与 序列 的 范 数 等 价 . 而 且 这 相关 范 数 

的 等 价 常数 仅 与 {} 的 点 之 间 的 相对 距离 有 关 , 与 点 的 精确 位 置 

FX. 例如 ,如 果 存 在 <1, 使 得 

1 — |x| 

. 1— [zet 

那么 {|z;|} 是 关于 五 ”(D) 的 捅 值 序列 [Hof62,p- 203], 且 插值 常 

数 仅 与 a 有 关 . 对 于 上 引 理 中 给 出 的 4, 取 a=1/4, 我 们 可 得 如 下 
引 理 : 

引 理 5.3.2 设 p 和 > 如 引 理 5, 3,1, 如 果 {zij}2 是 一 个 迭代 序 
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<a<il, 


列 且 对 某 个 整数 n20, |z |r. {rw}"x 是 任意 的 数组 ,那么 存在 
MoM hE HCD) ,使 得 对 一 KK 和 kn， 
hla) = Ws 

Allal..<2Msup{ |w,.|:—K<k<n}. 

下 述 引 理 说 明 一 个 迭代 序列 中 的 点 向 不 动 点 运动 的 速率 也 是 
有 一 定 的 控制 的 . 

引 理 5. 3.3 设 g:D>D 人 解析,qK0)=0 且 不 是 自 同 构 ;{w%) 是 
一 迭代 序列 ,那么 存在 c 过 1, 使 得 [| 所 1/2 时 ， 


Em <C, 


Sel 

证 明 因为 多 0) 一 0 且 9 不 是 刀 的 自 同 构 , 由 Schwarz 引 理 
A lg" CO) [<1 H le] CUBE | gz) |<] x] ,从 而 gkz)/z( 补 充 定义 
zx 一 0 时 , 取 值 m (OMA D 上 的 连续 函数 ， et ltt mene 
<1 ER & | 2 [<1/2 上 |gz)/z| 的 最 大 值 小 于 1 由 此 即 知 结 
成 立 , 证 毕 ， 

现在 给 出 本 节 的 主要 定理 ， 

定理 5. 3.9 i o:D-D 单 叶 解析 ， Ka ED He RED i 
BEH. C, 为 如 2?(D) 上 相应 的 复合 算 子 ,那么 

Cg) = {Ar fA] Se} U {p lak = 1,25} U {1}, 
其 中 p 为 Cy 的 本 性 谱 半 径 . 

证 明 如 果 p=0, 因 为 8 不 是 自 同 构 , 故 C, 不可逆 ,于 号 
OE o(C,) AM o(Cy) = (gp! (a) "n=1,2,…,)U [0,17. 

 p>0, HOL |All <o RABE FAR m, (Cu 一 
AD "是 下 无 界 的 ,其 中 Ca AC, 在 五 。 上 的 限制 ,这 里 五 。 
span(z” yz) 由 引 理 5. 2.1,AC o(C,) ,注意 到 oC DEMEN 
可 知 定理 的 结论 成 立 . 

如 果 {zsj2x 是 一 迭代 序列 , 且 |zo|>>172. 设 

n = max{k: |z| > 1/4}, 

ENNI HERUFI BKK FO, BT n0, Bo >n Bt |e < 
1/4, < Bf jel 1/4. WMR lz, | >12 A nn l CLAE 


» 308. 


lza (1/212 | 结合 引 理 5. 3. 3 可 知 存 在 172<c<1 ,使 得 当 kn 
时 ,|z+i| 委 clz| ,反复 应 用 此 不 等 式 可 知 , 对 有 nm， 


| ze | aa. EA 


jz] = EA Tz, | [zs | <= Jz, [C7 (1) 

在 引 理 5. 3. 2 中 取 7+ 二 1/4, 并 设 M 为 引 理 5. 3. 2 中 的 插值 常数 ( 当 
RMSD ARER m 充分 大 ,使 得 
C™ I 

Tal © 7M (2) 


RIKER Ch — ATE Ha EATR. 
如 果 { 辐 }* 是 9 的 欠 代 序列 ,其 中 |z|>1/2, 那 么 级 数 
SFR 


绝对 收 敏 ,其 中 Kz 表示 再。 中 在 wE D SOMITE, 
Kz(z) = 之 (we)! = 2 


. 1 — we’ 
HIA Kol? = wil/ wl LELEH >n HF lala 
1/4, 故 有 


IK*|| = lal slat, 
E 1— |x|? 
于 是 有 
kee) lalt le SC 
È lai- E al -< lap Š, T) sao 


我 们 还 需要 | Sar (sj 的 下 界 , 根 据 引 理 5 3.2, 可 找到 FE 
H” (DD) ,使 得 1 io SM AX ks， 


ASE 
(f(z)| =1, ra a> 0 (3) 
于 是 有 
(ye Ka Le) 
“a? = 一 zz 
_ ` E EA 7 z FC) 
2 ai sal + Tailed + 24, Ra wm 
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HORIS. 3. 3% 11— zoz 23/40% 


x" fe) lali] 
saat MO 一 Zo) > kaati jat {1 一 zo Zal 
e 
< Mlzl” = (‘al _ 4M \z,|" jal 
DELAR sa E 
là] 


= — 
3|aj" 1- 3|Al* 6M 
7M 
_, 24% |" 
91al” 
FEA 
[ee zf ) 
-K |. : 1— Zz 
n=l] 
| z, | EN (z) 
> p 二 一 一 _ 24" Ihe) 
7 2 [2|*|1 — zor} + [A[7|1 一 zo%,| Sd BOL 一 20 za) 


加 Izl” 1 lzi” (4 EADE 
E =2 [ay 11 一 zor | tz JAJI — zoz%,| +2 JAJ I1 一 zoz, | 


ZRO 


k=nt1 MCL 一 zo Za) 
EA 1 EAk lett 1 — 2) 
> de Tain tnt M4 3 


1 一 zz | 
> zl" 1 EA 1 _ lal" 
> 2 [X011 — zorel + 2 Tl — mel 72 7— jal 
BA 
M 
一 一 一 一 ， 
Z< V1 — lal? 
由 Cauchy 不 等 式 可 得 
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Si- m, ef ) 
一 “1 az 


SOK: > > Leo)" ~、 
| < 1 2M /1 一 ERE 
= zy! K3 l. 


注意 到 HHA DEC, 的 不 变 子 空间 , 故 对 gE Hn 
l (eC; K= (C KZ) = (g ° p K3) 
= glow) = (gr Kew), 


故 可 得 
(Cr — ad{ Quik Ks, =— XHK 
a | 
[ecs — ar( Sak, yer IRE 
> Kai 


| PK 
最 后 "我 们 对 迭代 序列 作 适 当 的 选择 . 因为 
p 一 -fim i sup Mol | r 


w jEK,l 
设 p20, 则 对 每 个 上 , 必 有 
lim SUPl Keon | = æ. 
AA 是 国定 的 ,对 -一共 «ED, 
Koil IK, S HE7 + m, 
SSE aD Ww. A l 
WKF cl HR, cw | 
(Ks. ~ KN? 


故 有 
WKecwll # 
p = lim! lim sup RET 
Bt AMAR Al <p <p, SERIE EM K FETE REE aD HAW t 
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48 lpw) | 之 1/2 且 
Rl og 
TRI > Gy. 
设 p= Wt =a) hE —K) ,于 是 选 代 序 列 la sox lz l> 


1/2, 而 且 对 此 迭代 序列 有 
ccs — ap( Dk: | 


(irl 


< mae eat 
IK? I 


<amtal( BH". 


BALl<e WRK 充分 大 ,使 得 上 式 右 端 充分 小 . 于 是 Cs AL 
不 是 下 有 界 的 , 故 AE 0 (C,) WEP. 

Kamowitz[Kam75] 在 1975 年 首先 研究 了 符号 p BREA R 数 
HED 内 有 不 动 点 的 复合 算 子 的 谱 . 在 他 的 主要 定理 中 ,假设 9 
在 万 上 解析 , 从 定理 5. 3, 9 的 证 明 中 可 知 ,Kamowitz 关于 9 的 假设 
目的 是 使 得 他 可 通过 9 在 OD 上 的 不 动 点 去 求 本 性 谱 半 径 ,及 求 9 
的 迭代 序列 ,使 得 在 定理 5. 3. g 的 证明 中 的 那些 估计 仍然 有 效 ， 

特别 是 ,如 果 gp 在 五 上 解析 且 不 是 内 函数 , 则 可 知 , 存 在 整 孝 
ns th S,={w:|w|=1B lace?! 一 1 为 空 集 或 仅 由 有 限 个 在 
aD 的 不 动 点 组 成 ,如 果 9 在 也 内 有 一 个 不 动 点 ,那么 ,对 这 样 的 
ns 在 AD 上 的 每 个 不 动 点 处 的 导数 大 于 1,C? 的 本 性 谱 半 径 为 

max {? i cw)? :Ww E S,}. 
应 用 谱 映 射 定理 可 知 ,Cs 的 本 性 谱 半 径 为 
p= max{p;, (WwW) 去 :tm E S,}. 

Kamowitz 在 假设 "在 万 上 解析 的 前 提 下 (但 不 假设 yp 是 单 叶 的 ) 
证 明了 定理 5. 3. 9 的 结论 仍然 成 立 . 

.定理 5.3.10 设 9 在 D 上 解析 ,不 是 内 函数 且 ADICD,& 
设 8 在 DD 内 有 不 动 点 ,那么 HUD) LAB ART Cy 的 谱 为 

o(C,) = {ar lAl <p} U dg ak = 1,2.) U {1}, 
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其 中 p FEC, 的 本 性 谱 半 径 . 

我 们 将 内 函数 从 土 述 定理 中 排除 掉 , 并 不 是 说 当 9 为 内 歼 数 
时 更 难得 到 C 的 谱 , 事实 上 ,它们 是 在 内 有 不 动 点 的 函数 中 最 
简单 的 一 类 ,我 们 将 在 8 5. 3. 4 节 中 看 到 ,如 果 9 是 在 D 内 有 不 动 
点 的 内 函 教 ,但 不 是 自 同 构 ,那么 C 相似 于 重 数 为 无 穷 的 单 向 平 
移 算 子 ,从 而 Cy 的 谱 和 本 性 谱 皆 为 闭 单位 贺 盘 . 


5.3.3 ”边界 不 动 点 (g' (a) = DAO 


.对 于 Denjoy- Wolff 4H a€ aD H p (ea) 一 1 的 解析 函数 Pr 万 一 
DC, ORE ASR. 事实 上 ， 这 时 有 两 种 不 同 的 情形 . 这 可 
由 ?满足 的 近代 模 型 的 缠绕 关系 加 以 区 别 . 

第 一 种 情形 是 :存在 D 中 的 解析 通 数 o HIG o (DCD, H 
-De o=s. p HH 


(1 + 2z— 1 
z—-l142~° 


第 二 种 情形 是 : dal 4 一 5 十 1 且 
Ü. D) + 2) = 

这 里 C 表示 复 平面 ， ULCo81}. 一 般 来 说 ， ERIEIN 
形 , 有 (CCD, XA h FEE: 

定理 5. 3. 11 设 pD—>D RH a 为 ?的 Denjoy-Wolff 点 , 则 
当 |a| 达 1 时 ,Cs 的 谱 半 径 为 1; 当 |al 一 1 时 ， Ce 的 谱 半径 为 
g (a)- 12, 

证 明 由 推论 3. 2. 2 知 


plz) = 


1 1+ |g) | 
— © ICAI S miT y 


而 Cy KRESE r= lim C3 "= lim |C, 7, h ERA AH» BT 
得 £ 7 
lim sup(1 一 1450) DEL him|[C,|l* 


1+ lo 
1— {aco 


_ lim inf St Igo) 19 
aeo (1 — |g,(0) |35 
= lim inf. 一 IRODA, 
因为 lm (1 二 pC0)1 ?2 一 1, 于 是 C 的 谱 半 径 为 
p= lim(1 — |g,€0)[?)-% = lim(1 一 |@(0) |) 
因为 a= lig, (0) AKG lal<it e=1. 
当 la 二 1 且 wa<1 时 , 则 由 定理 2. 2. 54 ip (0) FE E 


于 a, 则 由 Julia-Caratheodory 定理 知 


_ 上 一 io _ 
TO 二 9 


< lim in| 


于 是 


a mi Flaw] A 


l , 4 1— 19-160) | 

= lim T= 1.071 

4 la| =1E p (=I. Wz} CD ABE naped 
aH 


1 
5 1 
2 -7 


= g' (a) 


a= lim 1— [gz,) | 
i oa 1— | | 
存在 ,那么 ase (a) 一 1, 由 此 可 知 
1 — jc0)| 
1 一 |%-100)| 


lim inf 


ao 


jz1 

于 是 | 
a J 1 al \* 
lim. — 19,091) È= tim| T] 1 Tan! 


1 — |@_,(0)| 


， i 
了 
i Æ l. 
< lim sup| 1 一 |9,00)| <1 


RWW, AAI \e(O 1) S1 OSES m. AA im (1 一 
IKO D 1, PRL > lim 1 — [pCO DTA == g (a), 证 
毕 . 
在 定理 5. 3. 5 中 ,我 们 可 知 Cy TEE p Ca)” (BR 
了 8 在 万 上 连续 的 条 件 ,而 在 上 述 定理 中 ,我们 仅 设 p: D>D 解 
析 ,a 为 9 的 Denjoy-Wolff A. 不 过 这 时 ,我 们 只 知道 Co 的 谱 半 径 ， 
但 不 知道 {4; Ap Ca) J RBH C, 的 谱 : BRL ME pD 
>D 解析 ,Pp 的 Denjoy- Wolff H a€ aDsg' (a) = 1H AAFP otC,) aT 
A DiHAT SE. 
下 面 定理 给 出 了 区 别 上 面 提 及 的 两 个 不 同情 形 的 一 种 方法 ， 
定理 5. 3. 12 i 9;D>D 解析 ,a€3D 为 gp 的 Denjoy-Wolff 
点 , 且 (a) 一 1, 则 下 列 条 件 等 价 ; 
(1) 存 在 五 上 的 解析 函数 o, E UDD, P :oo .pp; 其 
中 多 (x)=[(1 土 27)z 一 1][z 一 1] 土 22] 1!; 
(2)98 的 每 个 迭代 序列 为 播 值 序列 ! 
《3) 对 ?的 某 迁 代 序列 {a ,有 
int | To 4 Zn 
证 明 (C1) 二 (2) MRR NWA D- asa. go AM 
© MAAC) PAR. BRITE Fy A 


2. 
D(z) = [tpi . 
z—-l1+t nt 
Se UEBH  {,(0) }t2= (= i/a 1) £2 HEI. FA [Hof 62] 
知 ; {vw} 为 插值 序列 当 且 仪 当 对 任意 ， 本 | (一 zw 一 
ww) | 之 6>0. 我 们 称 之 为 插值 序列 的 Carleson 条 件 , 由 于 


2 


ak = 012,35} > 0. 


_ _t&— jr 
4+ -jF 


4 
-4 十 (一 万 2 


于 是 对 每 个 整数 关 , 由 > Seine 


JU- ce 


故 { 亚 (0)}t+2 为 插值 序列 ， 

对 任意 mE D, (Dw) it 是 {@ (0) LE FER Mobius 变换 下 
的 像 . BEAD, CO) e PP YN. 

_ 设 {o} 为 任意 有 界 序列 ,由 于 {@.(eoo)j}t2 为 播 值 序列 , 故 有 有 
界 解析 函数 FAR FD, Co) ) Sa LA B,C.) = B (ole) = 
he- CD © gz0)) =D la) = (oz)) =o (ads TE 

。 oln) =a. AH F « 5 为 有 界 解析 函数 ， H (al WIRE. 

1 一 2% Zega 


(2) 之 (3) AA 
inf | j> wT] | 
由 Carleson 条 件 即 得 C3) 成 立 , 
(>) ”由 定理 的 条 件 ， 我 们 这 时 可 分 为 两 种 情形 . 故我 们 

只 要 证 明定 理 5. 3. 11 前 所 述 的 第 二 种 情形 不 可 能 发 生 即 可 ， 

， 车 第 二 种 铺 形 发 生 , 即 有 D LHR AA o DD, 9 D>D 
(Blw) 二 w 十 1) ,使 得 c。9 一 上 十 1, 设 {z2} 为 9 的 迭代 序列 ,>>0，- 
VCD 为 8 的 基本 集 ,因为 r(Y ) 为 及 (zw) 一 忒 十 1 的 基本 集 , 故 当 on 
充分 大 时 ,otDD) 含 有 以 oCz.) 为 中 心 ,58/2 为 半径 的 双 曲 图 盘 . 现 记 
fl) =a (28 w—olz,)) Ml) fCDICD, FAH olz d SIn) 
=o(z,) +1, H Pick 不 等 式 即 知 


F(0) -f| AI 
1- sos 
由 于 d> OFF RZ, dk inf | Cen — en) /A—2, Zn) | 二 0, 这 与 条 件 (3) 
矛盾 .证 毕 . 

利用 8 的 迭代 序列 ,我 们 可 给 出 14| 二 1 为 C* 的 特征 值 的 条 


二 1 一 


2 ad a! Sa 


tone 


<<a, 


Za 一 Cnt 
1 — Za Zari 


tF- 
定理 5. 3. 13 if ¢:D—>D WH .a€ aD H oh Denjoy-Wolff 


int | oe ih = 0,1,2,7 > 0, 
1— Zk Zi+1 | 


则 任意 单位 复数 4 都 为 C 的 重 数 为 无 穷 的 特征 值 ， 
证 明 由 定理 5, 3. 12 知 ,存在 解析 映射 o:D->D, 使 得 。 9 一 
5。 久 其 中 


ijz — 1 

GE D= (O0 2i)z—1)/ (2—1 2i) ERU HEERE A, 

设 . | 

l f(z) = exp( 一 bo(z) 十 1)(o(ey 1), P 

易 验 证 对 一 切 E D, (f(z) |<1. 故 了 EH?(D), 利 用 缠绕 关系 

Ò- 9 一"。9 可 知 

fle) =exp(— Oo e 2) +1) e Hz)—1) 1) 
Mnf SEMEL) St 
exp[ -0 i taiti] 

1)o(z)—1—oa(z)1— ži 


s[e] 


=exp(—6(B ° olz) +1) (@° pz) — 17) 

=e f(z), 
故 为 特征 值 2* 的 特征 向 量 , 由 9 可 取 任 意 实数 , 故 可 知 任意 单位 
复数 都 为 C 的 重 数 为 无 穷 的 特征 值 . 证 毕 . 

推论 5.3.4 设 g 和 a 如同 定 理 5. 3.13, RD PRT p HJE 
意 挝 代 序 列 都 是 插值 序列 ， 则 任意 单位 复数 均 为 Co 的 重 数 为 无 穷 
的 特征 值 . 

推论 5.3.5 设 p 和 a 如同 定理 5. 3. 14, 如 果 存在 D 上 的 解析 

函数 o:D+D, HAO: poo p HP O2)=(142)2-1]lz—-1 
+27)-', UES A BH OC, 的 重 数 为 无 穷 的 特征 值 . 
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当 第 二 种 情形 发 生 时 ,我 们 有 如 下 的 结果 : 
定理 5. 3.14 设 y:D->D 解析 ,a€ aD H eH Denjoy- Wolff 
AEP (4)==1. 如 果 存 在 DD 到 上 半 平 面 的 解析 映射 0, 使 得 对 一 切 
zED,o°* 9x) 二 olz) 十 1, 那 么 对 任意 正 实数 9, 函 数 
folz) = exp(libo{2)) 
满足 EPES) I<1(z€ DIE fo 9 ge" fy. 
证 明 因为 o(DD) 为 上 尘 平面 中 的 子 集 , 故 对 任意 ZED, 
olz) 在 左 半 平面 中 ,从 而 |fe(z) | 过 1, 而 有 
fo Pz2)) = expGido(gz))) = expli lola) 十 1)) = P fele) 
显然 ,存在 也 到 上 半 平 面 的 解析 沙 数 ,使 得 5o。g(z) 二 a(z) 一 
1, 类 似 的 定理 成 立 ; 只 不 过 是 Foe g= fy W fa” 9 一 2 fo 代替， 
推论 5. 3.6 如 果 第 二 种 情形 发 生 , 则 好 :(D) 上 的 复合 算 子 
Ce 的 谱 和 本 性 谱 含 有 单位 合 周 . 而 且 , 如 果 4 为 C, 的 特征 值 , 则 对 
”任意 正 实数 g,ee) 也 为 Co 的 特征 值 . 
WH MR ec 为 Cy 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 因 为 
EH” (DK fa E HDA 
C fog (2) = = fue) \e(Az)) = e” falegi) 
= (eA) (fig) (2), 
m fa EHD) H C, AY FA a ORE i. : 
由 于 常数 1 为 Ce 的 特征 值 , 故 单位 圆周 上 的 任 一 点 都 为 Cy 的 
重 数 为 无 穷 的 特征 值 ， 因而 单位 图 周 含 于 Cs 的 谱 和 本 性 谱 之 中 . 
证 毕 . 
从 上 面 的 讨论 知 : 当 phj Denjoy-Wolff 点 a€E9D, 且 9'(a}==1 
时 ,Cy 的 谱 半径 及 本 性 谱 半 径 均 为 1, 即 o (C,) CD, Kamowitz 在 
1975 年 曾 提 问 :如 果 |a| 二 1 且 p o= ERA C 一方 ?在 一 般 
情形 ,Kamowitz 的 问题 的 回答 是 否定 的 . 我 们 可 给 出 例子 ,说 明 
aC) DWAR. 
定义 5.3.1 如果 对 任意 0.9 WDB D PRR, H 
WE H(z) 三 z,9 G=Gi.. (oa) HITE, WRF 
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{gst 之 0} 为 DD 上 解析 西数 的 单 参数 半 群 . 如 果 半 群 的 指标 是 复 
数 , 且 存 在 r>>0, 使 得 对 于 largt|<r, 半 群 狂 质 成 立 , 且 对 任意 z€ 
DR at ta ERER large | <r 上 解析 , 则 称 此 半 群 为 解析 函 
数 的 全 纯 半 群 . 

A {rz:t 之 0}( 其 中 rl 所 1) 为 解析 函数 的 单 参 数 半 群 . 而 且 
此 单 参数 半 群 可 延 拓 成 为 全 纯 半 群 {rz:Ret>>0}. 

第 二 章 中 介绍 的 迭代 模型 给 我 们 提供 了 理解 解析 函数 半 群 的 
很 好 的 途径 . HF DE DHAAW MeFHAS PH A 
O( 2) MARAE RE. 满足 Dal =D, > Oz), HAR O- p 
=o o p, AIHER EAK nD, °- po p MMA EAE 
©, ° p=0 ° p. 可 以 证 明 在 解析 函数 半 群 中 的 每 个 函数 都 是 单 叶 
的 . 故 缠绕 映射 AIA. FA a= Ooo ETE H, 
只 要 对 任意 上 莹 0,o(D) 在 名 映射 下 是 不 变 的 ,上 述 关系 式 可 用 来 
FHI — TRB gt 0). . 

ME q 是 解析 函数 的 半 群 ,那么 我 们 可 利用 算 子 半 群 的 理论 
[Hip5?] 来 研究 强 连 续 算 子 半 群 {Cs}, 设 {T,} 为 一 族 有 界 算 子 , 如 
Bye TaSTI Tor L AMS PES ote 是 连续 
Ss WERT) HERAT ER. 我 们 要 寻求 的 关于 复合 算 子 谱 的 
例子 作为 以 这 种 方式 给 出 的 半 群 的 一 部 分 而 得 到 . 

.对 于 给 定 的 6(0<b<m) , 设 G HIM G= (fC; lagya 
令 
1+2z 4 
a(z) = (i +z 
Woy DFG LSB. 如 果 0<BSmV2, 记 Fr(CG)=G, 如 果 
n/2<0<cw, id rG = (ti large |<r—8} ;无 论 在 哪 种 情形 , 当 5€ 
GEETGO) 时 ,ttEG. 对 :ETtG), 令 
plz) 一 OICafz) +E), 
Rn Æ D PRR. A a@(D)CD, BR a A Denjoy-Wolff 点 1, 且 
9'(1)==1. 我 们 将 复合 算 子 C,H C.F = </2( 因 此 G 为 右 半 
平面 ), 对 Rer> 0, HFR oe) = (1429/1 —2).0 ed = w 
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/Cw 十 1), 故 有 


Itz 六 二 上 十 类 十 区 1 — 2) 


td) : 
1—z 
lt t+ (2 — Dz 


一 二 十 zz 十 41 一 2 十 1 一 和 (2 +2) te 
如 果 O= 0/4, WM large |< /4. A 
十 和 十 VI - 2+ 0-8 dz 
OHO VIER te 
定理 5. 3. 15 0C (OR C 如 上 述 .那么 在 HCD) 上 


a(C,) C le t.,|argh| < 于 一 中] {0} 


MH] cE r(G) MU. 

证 明 集合 {C.;tEr(G)} 为 全 纯 算 子 半 群 . 事实 上 ,因为 算 子 
值 函数 按 范 数 拓扑 是 解析 的 当 且 仅 当 按 弱 算 子 拓扑 是 解析 的 . 故 
只 要 验证 对 任意 EHD ,任意 ze DRAB tC.) KW 
rtG) 上 的 解析 函数 . 由 于 or-1 和 了 了 均 为 万 上 的 解析 函数 , 故 
(Cf) Ki) = role(z) 十 切 ) 是 r(G) 上 的 解析 函数 . 特别 是 ， 
CRE, AA r(G) 上 的 全 纯 函 数 . 

设 4 是 由 {I}U {Ci:tEr(G)) 生 成 的 按 范 数 闭 的 算 子 代数 ， 则 
是 一 个 具有 单位 元 的 可 交换 Banach 代数 ,由 Gelfand 理论 知 :C， 
作为 4 中 元 素 的 谱 为 

a (C,) = {AC :4 为 和 上 的 可 乘 线性 证 函 上 

对 于 A EAT RARE OR AG) = ACC GEG). AAA 
是 可 乘 的 ,由 Gelfand 理论 知 |4l= 1, 且 又 因 C 是 按 范 数 全 纯 半 
群 , 故 49 为 z(G) 上 的 解析 函数 ,有 旦 满足 

A(t, + ty) = AC 44,) = ACC, AC) = AG DAG)» 
由 些 可知 1(t) 三 0 或 存在 复数 8, 使 得 AO=e*, MB. tee 
tEr(G) ,利用 AI 一 1 可 知 
lee 一 lim Je“ |* = lim | ACCP) |7 


Q(z) = oa-! 


Q(z) = 
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< lim|lCrl|*¥ = g; (7? = L, 
由 此 及 r(G) 的 定义 即 可 知 |arg8| 所 /2 一 9| ,于 是 有 
HCI OKC) 一 (ACA 为 4 上 的 可 乘 线性 省 函 } 
C fe; large] < |Z — 0| }U t0). 


推论 5.3.7  0<0<2/2,.G6,1O RC, Mi. RAE 了 H? 
DE 


at) 一 len largë | x 


— olu {0} 
对 一 切 1€ ORE. 


x 
2 


实 部 是 正 值 , 故 F(z) 
一 exp{( 一 pc(z)) 在 H (DZ P. BW Sia =exp(— polz) 
Bt =e" f(z) Re 2 为 CC SEE BA 

| a(C,) D | -A [argB| < = e. 


由 定理 5. 3. 16 及 ere eres WEH. 

当 8 二 x/2 时 ,对 任意 1€Er(G),a(C) 为 从 1 到 0 的 一 条 对 数 螺 
旋 线 . 特别 地 , 当 8 二 x/2;t 二 2 时 , (2) = GB) = (2-2), T 
a(C,)=(0,1]. 

4 §=n/4,t= 1K, 


Az) = Ole = 
则 
| aC) = 人 eolargpbl < È} U 40} 
为 D 内 的 一 心 型 区 域 
5.3.4 符号 为 内 函数 的 复合 算 子 的 庶 
在 本 节 中 ,我 们 考虑 符号 为 内 郴 数 的 复合 算 子 的 谱 . 对 于 内 函 
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数 pg, oh Denjoy- Wolff 4 a€ D Bt. Nordgren §! (519684 st HE 
明 『 Cy MI FET FLA TERESE FY Wold 分 解 
([No68]( 见 定理 3. 28)) ,特别 是 , 当 史 不 是 Mobius HHT. ofC,) 
=D; 4 p i Mabius Eut (Co = (p la Vin= l2 +. 4 OK 
Mobius 变换 ,日 9 的 Denjoy- -Wolff & a€ ap At. WAT oCCy) = ta: 
gla) ?< al Sel (a) 1}( 见 定理 5.4.2), 对 了 不 是 力 的 作 同 构 
的 内 函数 p, ELIE Denjoy- Wot 点 aE aD Wt .C, AL A LIEN 
主要 内 容 . 
定理 5. 3. 16 p DD H HRB ge AE FL Med AY EL CE D A 
RAR IRA HCD) LAO ASE CO, 相似 于 个 等 距 算 千 ,其 
西部 分 为 - MET Seiad ASTER SE 了, 真 等 距 部 分 为 重 数 为 无 
穷 的 单 向 平移 算 子 , i EL 
KE) = 0,(C,) = {A [A] S 1h. 
， 证明 如 果 gao Sau lal cl E 
pz) = 二 = 


' 
ax 


Me DAD LM ARM pad=0.p0)=a Ly 二 内 WEZ, y 
epe p HOHA Z E AR I Co e v= 二 Co CA 相似 于 Co 
故 不 妨 设 HETH KO) = OFF FA PRK. 

由 CG 的 范 数 佑 计 可 知 , 当 pad = Ont. OS = FICE 
EDN. C, AZEN T. THAE EN T C 的 Wok 分 解 . 
HCAS C1 =C} K= Ken Koad. PIR -一 维 子 
AEE G 的 约 化 子 空 间 . 而 且 Cy Et PEE EA BS a 
P. 如 果 gel]! =H (D) BAM a, 

WCefll = WA = fell = cya. 
如 果 AE NG CHD), BAM (EG n fe fh f= ce € 
2H? (D) ,使 得 总 一 CS 有 全 上 人 一 下 5y- Ty Ay WED, 
[A(w |= [CHA God = Lew) | | Cpe) God | 
< leer NCgl Kl = laced AIK 
因 yp 不 是 其 形 自 间 构 , 且 9 的 Denjoy- Wolff s 40. HK lg Cw) [收效 
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FO. Mifif A=0. FE NCH D= {0}). 这 说 明 ( 的 西部 分 是 
Cy 在 [1] 上 的 限制 ,而 Cy 的 真 等 路 部 分 是 C, 在 HM ER 
iif. 

因为 5C* 是 等 距 算 子 ,C AS AE BR Ua SS EBB Op E 
ROB AC, CH (CD))' 的 维 数 . h B p 不 是 自问 构 , 可 知 
CoP CD)! 是 无限 维 的 ， 

最 后 ,因为 Cy 的 真 等 中 部 分 是 重 数 为 无 穷 的 单 向 平移 , 故 可 
AEC, 的 谱 及 本 性 谱 都 是 闭 单位 阅 盘 . 证 毕 . 

对 于 Denjoy-Wolff 点 在 aD 上 的 内 晴 数 ,如果 为 M6bius 
变换 ,定理 5. 1. 2 和 定理 5. 1, 3 给 出 了 C AE AR YE. 如 果 y 不 
是 Mobius 变换 ,C, 的 谱 和 本 性 谱 有 着 较 好 的 结构 , 先 考 虚 Cy 及 
Ce 的 点 谱 ， . 

定理 5.3. 17 ike: D>D AKAR p REF dH, E pÉ 
Denjoy- Wolff 点 a€ aD. MRlAl<e'ta)* MAAC, 的 重 数 为 无 
穷 的 特征 值 . 

证 明 FeiK EN: RA Srg a)”, Wl C-i BEE 
OY BY. EAE Fredholm 算 子 . 这 说 明 C; — AL 是 有 有 人 可逆 的 ,但 不 
dé Fredholm 算 子 , 即 4 是 CG 的 重 数 为 无 窃 的 特征 值 . 

当 | 上 el 一 1 时 ,利用 Julia-Caratheodory 定理 TA 

ewl)” 

E + [g0] 
因为 r<g lUr n KIA 
1— |g(0)|)? 
l 1+ |g) 

AA a HARR. h F C 的 范 数 估计 可 知 

(1) Us CAI = lie. 

而 且 Cs 是 一 对 -~ 的 ,Gs ER R AAR. 1k POH HOARE 
HIE SB. i A E CG 作为 AORA R ERAT Bp AC 
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p' (a)z = lim 


r<| 


=I H C34 王 天 ,由 上 面 的 估计 式 可 知 
2 
japi < jal < (iHe), 
故 对 任意 实数 8, 级 数 
Ly = Sh ete (APH 


BAST YE BY 

因为 4PC? 一 4C3?= 了 直接 验证 可 知 Cor Sy La MEW. 因 
为 ker (Ce) = (0} E Cy 有 闭 值 域 ,但 C 不 可 道 , 于 是 kerCy" 一 RL 
是 无 限 维 的 . 如 果 ve R+ ,那么 Pu 一 0, 因 而 Leo=0,8W Le OC 
一 re“ 的 左 道 ,由 此 可 知 L 也 是 左 本 性 道 , 玫 若 Core TEM HK 
紧 算 子 后 是 可 逆 的 ( 即 在 Calkin ABP AP), ML, 即 为 其 逆 算 
子 . 因为 Ly 有 无 限 维 的 核 空间 , 它 不 能 在 模 去 紧 算 子 后 可 道 ( 即 
”不 是 Calkin 代数 中 的 可 道 元 ), 故 CO re 不 是 Fredholm 算 
子 . 这 说 明 Cy 的 本 性 谱 0. (CD) 40-2 MR (pes [ef =r}. 

设 


由 恒等式 
H {Cy 一 re“ ot) = C a re” 

TURTI, E Crt. 因为 (COMES RN r OA, 
H Calkin ft Ses RE E A o (C1) SR I ar 为 半径 
的 圆周 相交 . 如 果 w(C2) 不 包含 整个 加 局 , 则 存在 ABLE mkCw) 的 
WF Aol =r AB Hy Ay ey A Al => EC, AE 
集中 趋 于 Ant Cy AT 的 本 性 道 的 范 数 要 趋 于 无 穷 . 对 适当 的 O, 
AL, 为 C* 一 好 的 左 道 , 它 必 定 是 Cy 一 灯 的 本 性 道 ,但 对 一 切实 
数 6, 

IZel < (Zl! < PAG ~ eA dic + oe, 

BH o.(C3) 的 边界 不 与 半径 为 + 的 圆周 相交 . 但 已 证 (Cs) 与 该 图 
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周 相交 ,得 矛盾 . 于 是 (C2) 包 含 以 原点 为 中 心 ,> 为 半径 的 圆周， 

至 此 ,我 们 已 证 Cr 一 好 是 左 可 道 的 ,但 对 一切 AClAl =r< 
9 Ca)" ?), CoAT RE Fredholm 算 子 . 证 毕 . 

结合 定理 5, 3. 17 和 定理 5. 3, 3, 可 得 如 下 的 结果 ; 

定理 5. 3.18 i& 8: D-> 为 内 函数 ,yp 不 是 Möbius 变换 ,yg 的 
Denjoy- Wolff 点 a€ 9D, 则 对 HCD) 上 的 复合 算 子 C, 有 

a(Cy) = 6.(C,) = (Ar fal < g(a)" }. 

WEBA 由 定理 5. 3.17, {as [Al =r<¢' Ca) 为 CY 的 特征 值 
组 成 的 集合 ,再 由 定理 5. 3. 3 知人 :8 aVL [Al Lp (a) C, 
的 重 数 为 无 穷 的 特征 值 组 成 的 集合 , 故 这 些 集合 都 含 于 C, 的 本 性 
谱 集 之 中 ,又 因 C; 的 谱 半径 为 p (a), BOC, 的 谱 和 本 性 谱 都 为 
紧 集 , 故 可 知 定理 的 结论 成 立 . 证 毕 . 

由 上 定理 知 ,如 果 g 为 内 函数 且 不 是 自 语 构 , 则 C 的 谱 和 本 
性 谱 都 为 以 原点 为 中 心 ,8 (e)-2% 为 半径 的 圆 盘 ,有 着 很 好 的 结 
构 ， . 


习题 五 


1. 设 ”为 抛物 型 自 同 构 ,p 的 Denjoy-Wolff 点 为 a, 证明; 当 z 沿 着 极限 

图 |a—z|?=£01— [2 DBF att, 
ig Tae we 

2. HO<s<1 2) =(U+ne+ d-sVLd—9e+ +s), 93 DK 
Al. ¢+13=+18 yg'(1)==s. 

(a) 给 定 (|4| 二 1), 求 无 限 多 个 在 D ERE FF L/P 有 
界 ,而 且 SDS 

Cb) H(A) FEMA Hardy 空间 ,使 得 有 界 解析 函数 都 为 它 的 乘 子 (例如 
An)? = Ga 1)" 721). HEAR HE ACE, 

oe MFC Mi = IC,. 

3. 设 gx0) 二 0 且 Cr 为 五:(D) 上 的 紧 算 子 , 求 Cv WHE RR BBE 

推 公式 ,并 证 明 , 如 果 7 为 Cs 的 特征 应 数 , 则 对 任意 正 整 数 &, EHD). 
«925 « 


4 证明 (上 的 紧 丰 合算 子 的 第 一个 特征 空间 的 维 煞 雹 为 1 

5. DIEM LW RMA rG CBE e i DL 
HLF ot. 

6. ME). Ma YE HGD) Me I, Hardy “ef AL >) BA) co ADIL Cy 
是 HPCE) AM TSE CBZ g DAT TA. 

7. HE: R plet D RR BTA B Ee A AA eR RA fe CE e 
ao iT tes ale P= LS Ard Pek (ik e 的 有 限 个 不 动 点 组 城 . 

8. 设 y 在 访 上 解析 .DICD,p 的 Denjoy-Wollf fi aE ap Hg DL 
征明; 如果 bE aN He AA -PRAA MT. Alp hd eA A REO 
TF AE fi. 

9. BE @: DP 解析 ,的 Denjoy- Wolff #6 a€ aF [1p toZ Cy 
CECE OLA AB Le CR TOY. | . 

10. BERR D VARO it = BED) tt wE le DL Raed EOF 
K HE co TA rw KE BIR KEE TERE AIEEE TOK 
= fw). (AE AEE Bree BOY Hilbert STH) AE AE Ce fa Re FE OL) ed EY 2 
11. A d= — C2 2/20 UD RSE Cy i. 

12. Ro - PRE Bree RUA T BE HZ TL gC) = C22 + 29/02 
+}. 7 
13, 证 本 在 ARRATERA BUU E E BOED EE rA AE nE. 

TA. AEIR E D ALD H AS YU A By A BE gi E AE ERE BT e Ek 
AY REZ 4. 

15. E g WEAR OY LAD eB ge od = od Be RC EE CD gE CY 
PAR HEMT AHER E OR rke Ey Cy AIR R. PeR’ de EREE 
的 . 
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~ 19684 E. Nordgren 4ELNo68 PH M JE Bu f DEM FE COTE Cy 
Hp 46 EAT EE e OW Mobius W He, tAr PP KR F A 
算 子 的 谱 , E AO LEE e ACR ERR By CN OR 
Cale RIE Cy USE AT E G HARE kB B. D. MacCluer 
#61984 4E(Mc84b 14 -AUGE a. 19754]. Caughran 和 H. Schwarz CaS751 于 始 
Bag ECD bE G A EWE 1984 年 BBD. MacCluer 在 AP By HE BE 
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到 了 与 7 人 王女 合算 子 相 序 的 结果 ， 1989 件 ,NN, Zorboska| Zo89a ]4¢ 464} 
结果 推广 到 加 权 Hardy 空间 LEUD HREIG. 
MENDE HD LE A AE T C, 的 谱 的 研究 始 于 HKamowitz 于 
1975 华 发表 的 论文 [Kam75], 他 在 假设 9 在 五 二 解 术 的 条 件 上 .得 介子 许多 
PASE ATR. 1983 年 C. C. Cowen fe ft A 3 [0083] 4s Kamowitz 的 结果 
Aut - 般 性 的 推 让 ,在 仅 设 gq 在 记 内 解析 的 条 件 下 ,利用 他 的 Schrader eh 
数 方程 的 解 的 研究 及 山 他 给 出 的 壬 代 模型 [Co81 ] 研 究 Cs 的 说 ,本 节 的 许多 
EE IEE D T CoB]. 1994 42.0. C Cowen Al B. D. MacCluer 
[CoM94 ] 04 16 E KAR EHE A H? By) 上 框架 之 中 
A. Siskakis<[Sis85 ]—[Sis94b]) Zt 4 7 ToT CEMA FRH ES 
PERE BICE ATE EAT C123 RHE HEAR BE 8 5. 3. 3 中 利用 复合 算计 
半 群 给 出 在 lej =1， P (ee) 一 1 情形 ,af 可 为 万 的 真子 能 的 例子 , 则 来 自 
Cowen 的 文 党 [Co83]. 
复合 算 子 的 谱 的 妍 究 中 ,解决 得 较 好 的 是 可 逆 算 子 , 紧 从 PRA AA 
ea RA AL TF SE TRY F Denjoy-Wolff 点 在 五 内 的 符 导 名 我 们 介绍 的 结果 多 
数 足 在 假设 ?在 忆 ENE pt D 上 连续 等 较 强 条 件 下 给 小 的 ,这 里 有 许 
多 未 解决 的 问题 . 解决 得 较为 理想 的 是 je| 一 ] 峙 多 《之 1 的 情形 , 这 时 ,我 们 
A DE PXH AR LH AM TEAR K 可 张 成 .个 人 的 不 变 Es 
fe) EL Cy 在 此 不 变 子 空间 上 上 像 AMRF EA HF Ja =E 
P (9) 三 1 的 情形 ,就 责难 处 理 , 由 Cowen 的 迹 代 模型 可 知 ,这 时 可 分 为 两 种 
情形 ,村 集 种 捕 形 ,类 于 CC, 的 谱 的 信息 我 们 知道 得 部 不 多 . 从 本 tp oH Ss 
RAEL AE FIL PAL PA | 二 1 的 情形 (如 定理 5. 3.4, 定 埋 5. 3.5), BIL 
FRE REAL ele) | = LATA GM Cy A PERSIE MEF OY oe TEE. 
我 们 得 钊 了 一 些 较 深刻 的 结果 , 但是 对 于 fe gan) [Ly Alte : [gle> | = 
DART ETA EAE E FC 的 谱 , 至今 本 见 丰 用 的 结果 . ae. 关于 复合 
子 的 谱 的 研究 还 刚刚 开始 .许多 关上 复合 算 子 闭 的 问题 的 解 次 还 有 竺 于 引入 
- 些 特殊 的 方法 和 A. 
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